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Parte 1

Ecuaciones diferenciales



Introduccion

Al estudiar un fendémeno fisico, con frecuencia no es posible
hallar de inmediato las leyes fisicas que enlazan las magnitudes
que caracterizan dicho fenomeno. Pero, al mismo tiempo, es facil
establecer la dependencia entre esas magnitudes y sus derivadas
o sus diferenciales. Asi obtenemos ecuaciones que contienen las
funciones desconocidas, escalares o vectoriales, bajo el signo de
derivada o de diferencial.

Las ecuaciones en las cuales la funcién desconocida, escalar
o vectorial, se encuentra bajo el signo de derivada o de diferen-
cial, se llaman ecuaciones diferenciales. Veamos algunos ejemplos
de ecuaciones diferenciales.

d . . . L
1) Fi:—kx es la ecuaciéon de la desintegracion radioactiva.

(k es la constante de desintegracién; x es la cantidad de sustancia
no desintegrada en el momento de tiempo ¢; la velocidad de desin-.

tegracioén E)’; es proporcional a la cantidad de sustancia que se
desintegra).
2

2) m(%25= F (t, T, Z—;> es la ecuacién del movimiento de un punto

de masa m, bajo la influencia de una fuerza F dependiente del
tiempo, de la posicion del punto—determinada por el radio-vec-
tor r—, y de su velocidad g—;. La fuerza es igual al producto de
la masa por la aceleracion.

3) %+%’+%:4np (x, y, 2) es la ecuacién de Poisson, a la
cual satisface, por ejemplo, el potencial u (x, y, z) del campo electros-
tatico; p(x, y, z) es la densidad de las cargas.

Si se indican los métodos para hallar las funciones incognitas,
determinadas por las ecuaciones diferenciales, se habra hallado
asi la dependencia entre las magnitudes indicadas. La biisqueda de las
funciones desconocidas, determinadas por las ecuaciones diferenciales,
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es precisamente el problema fundamental de la teoria de las ecua-
ciones diferenciales.

Si en una ecuacién diferencial las funciones desconocidas,
escalares o vectoriales, son funciones de una sola variable, la ecua-
cion diferencial es llamada ordinaria (por ejemplo, las ecuacio-
nes 1) y 2)). Si, en cambio, la funcién desconocida es funcién de
dos o mas variables independientes, la ecuacion diferencial se llama
ecuacion en derivadas parciales (por ejemplo, la ecuacidn 3)).

Se denomina orden de la ecuacién diferencial al grado de la
derivada (o diferencial) maxima de la funcion desconocida, que
figura en la ecuacién.

Se llama solucion. de la ecuacién diferencial a una funcién que,
al ser sustituida en la ecuacién diferencial, la convierte en una
identidad.

Por ejemplo, la ecuacion de la desintegracién radioactiva

d

b (L.1)
tiene la solucion

x=ce ¥, 1.1)

donde ¢ es una constante arbitraria.

Es evidente que la ecuacién diferencial (I.1) alin no determina
por completo la ley de desintegracién x=x(¢). Para su completa
determinacién hay que’ conocer la cantidad de sustancia que se
desintegra x, en un momento inicial £,. Si x, es conocida, enton-
ces, tomando en cuenta la condicién x (¢)) = x,, de (I.1,) hallamos
la ley de la desintegracion radioactiva:

X=xe k-t

El proceso de determinacién de las soluciones de una ecuacién
diferencial se llama integracién de la misma. En el ejemplo ante-
rior hallamos facilmente la solucion exacta, pero, en casos mas
complejos, con frecuencia es necesario utilizar métodos aproxima-
dos de integracion de dichas ecuaciones. Estos métodos de aproxi-
macion hasta hace poco conducian a célculos engorrosos, pero ahora las
rapidas calculadoras electrénicas son capaces de hacer ese trabajo
con una velocidad de varias decenas o afin centenas de miles de
operaciones por segundo.

Veamos mas detfalladamente el problema més complejo, men-
cionado antes, de la determinacién de la ley del movimiento r=r(¢)
de un punto material de masa m, bajo la accién de una fuerza

dada F(¢, 1, 1). Segln la ley de Newton,
mr=F({,rr). (1.2)



Introduccion 13

Por lo tanto, el problema se reduce a la integracién de esta ecua-
cién diferencial. Es evidente que la ley del movimiento aiin no
queda determinada por completo si se dan la masa m y la fuerza F;
hay que conocer también la posicién inicial del punto

r(t)=r, (1.2y)
y su velocidad inicial

T (f) = To. (1.2,)

Indiquemos un método muy natural para la resolucién aproxi-
mada de la ecuacién (I.2), con las condiciones iniciales (1.2,) y (1.2,).
La idea de este método puede servir para la demostracién de la
existencia de la solucién del problema considerado.

Dividamos el segmento de tiempo £, <t < T, en el cual se exige
determinar la solucién de la ecuacion (1.2) que satisface a las
condiciones iniciales (1.2,) y (I.2,), en n partes iguales de longitud

T—t
h= 0

n

[t(]y tl]’ [tly tz]v. LR ] [tn_lv T])
donde
ty=1ty-+kh (k=1,2, ..., n—1).

En los limites de cada uno de estos pequefios (para grandes valo-
res de n) segmentos de tiempo, la fuerza F (¢, r, r) varia poco (supo-
nemos que la funcién vectorial F es continua); por eso, aproxima-
 damente puede ser considerada constante en cada segmento de tiempo
[t,_1, t,] € igual, por ejemplo, a su valor en el punto frontera
izquierdo de cada segmento. Mas exactamente, en el segmento
(4, ¢,] la fuerza F (¢, r, t) se considera constante e igual a F (4, ry, 1y).
Admitiendo esto, de la ecuacién (I.2) y de las condiciones inicia-
les (1.2,) y (1.2,), es facil determinar la ley del movimiento r,(¢)
en el segmento [fy, ;] (el movimiento serd uniformemente variado)
y, por lo tanto, en particular son conocidos los valores r,(¢;) y
r,(¢;). Por este mismo método se determina aproximadamente la
ley del movimiento r,(¢) en el segmento [{,, ¢,], considerando en

€l a la fuerza F constante e igual a F (¢, r,, (¢,),r,(¢,)). Continuado
este proceso, determinamos la solucion aproximada r,(¢) del pro-
blema con condiciones iniciales planteado, para la ecuacién (I.2) en
todo el segmento [¢,, T].

Esta claro intuitivamente que cuando n— oo, la solucién
aproximada r, (f) debe tender a la solucion exacta.

Obsérvese que la ecuacién vectorial (1.2) de segundo orden puede
sustituirse por un sistema equivalente de dos ecuaciones vectoriales
de primer orden, si consideramos la velocidad v como una segunda
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funcion vectorial desconocida:

dr

d
L=V, F::‘F(t* r, v). (1.3)

Cada ecuacion vectorial en el espacio tridimensional puede ser
sustituida, proyectando sobre los ejes de coordenadas, por tres
ecuaciones escalares. Por lo tanto, la ecuacion (I.2) es equivalente
a un sistema de tres ecuaciones escalares de segundo orden, y el
sistema (1.3), a un sistema de seis ecuaciones escalares de primer
orden.

Finalmente, podemos sustituir una ecuacién vectorial (I.2) de
segundo orden en el espacio tridimensional por una ecuacién vecto-
rial de primer orden en el espacio de seis dimensiones, cuyas coor-
denadas son las coordenadas r,, r, y r, del radiovector r(¢) y las
vy, U, y U, del vector velocidad v. Los fisicos llaman a este espacio,
espacio de fases. El radiovector R (f) en dicho espacio tiene coor-
denadas (r,, r, r, v, v, v,). En esta notacién, el sistema (I.3)
toma la forma:

dR
7 =Pt R (1) (1.4)

(las proyecciones del vector ® en el espacio de seis dimensiones
son las correspondientes proyecciones de los segundos miembros
del sistema (1.3) en el espacio tridimensional).

Bajo esta interpretacion, las condiciones iniciales (I.2,) y (I.2,)
se sustituyen por la condicion

R(to): Ro- (1-41)

La solucién de la ecuacion (I.4) R =R (¢) serd una trayectoria en
el espacio de fases, en la que cada uno de sus puntos corresponde
a cierto estado momentaneo del punto en movimiento: a su posi-
cién r(¢) y a su velocidad v (t).

Si aplicamos el método aproximado arriba expuesto a la ecua-
cion (I.4) con condicién inicial (1.4,), entonces en el primer seg-
mento [fy, #,] la funcién vectorial @ (¢, R (¢)) debe considerarse
constante e igual a @ (¢, R (¢,)). De este modo, para t,<t<t,--h,

oy =® (o, R (1),

de donde, multiplicando por df e integrando entre los limites £, y i,
obtenemos una funcién vectorial lineal R (¢):
R () =R () + @ (ty, R (1)) (t —1).
En particular, para =17, tendremos:
R()=R (f) + h® (25, R (2y)).
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Repitiendo el mismo razonamiento en los segmentos siguientes,
obtenemos

R (1) = R (1) = h® (1, R (1),
R () = R (ty_1) - hD (£, R (fy_),

Aplicando estas férmulas n veces, llegamos al valor R (T).

En este método, la solucién buscada R (f) se sustituye aproxi-
madamente por una funcién vectorial lineal.a trozos, cuyo grafico
es una linea quebrada, llamada quebrada de Euler.

Con frecuencia en las aplicaciones practicas se encuentra un
planteo diferente del problema para la ecuacién (I.2): las condiciones
complementarias se dan no en uno, sino en dos puntos. Este pro-
blema se denomina problema de conforno o de frontera, a diferencia
del problema con las condiciones (1.2,) y (I.2,), llamado problema
con condiciones iniciales, o problema de Cauchy.

Supongamos, por ejemplo, que se pide que el punto material de
masa m, el cual se mueve bajo la accién de la fuerza F (¢, r (t), 1 (¢)),
que se hallaba en el momento inicial #=1, en la posicion r=r,,
quede en el momento ¢=-f, en la posicién r=r;; es decir, que
hay que resolver la ecuacion (I.2) con las condiciones de frontera
r(ty)=ry, r(f;)=r;. Muchos problemas balisticos se reducen a este
problema de frontera. Es evidente que aqui la solucién con frecuen-
cia puede no ser unica, ya que del punto r(f)=r, se puede
llegar al punto r(f;)=r,; por la trayectoria rasa y por la pendiente.

La finalidad fundamental de la teoria de las ecuaciones diferen-
ciales es la resolucion exacta o aproximada de los problemas con
condiciones iniciales y de los problemas de contorno; no obstante,
a veces se exige aclarar, o no hay mas remedio que limitarse a
aclarar sélo ciertas propiedades de las soluciones. Por ejemplo, con
frecuencia se exige establecer si existen o no soluciones periédicas
u oscilantes, valorar la velocidad de crecimiento o decrecimiento
de las soluciones, aclarar si cambia mucho o no la solucién para
pequefias variaciones de las condiciones iniciales.

Detengamosnos mas detalladamente en el Gitimo problema, apli-
"cado a la ecuaciéon de movimiento (I.2). En las aplicaciones practi-
cas, los valores iniciales r, y r, casi siempre son el resultado de
ciertas mediciones y, por consiguiente, inevitablemente se determi-
nan con cierto error. Por eso, surge naturalmente el problema acerca
de la influencia de una pequefia variacion de las condiciones inicia-
les sobre la solucién buscada.
~Si una variacién arbitrariamente pequefia de las condiciones
iniciales puede producir cambios significativos de la solucién, entonces
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la solucién determinada por los valores iniciales inexactos ryy r,
no tiene generalmente ningan valor practico, ya que ésta no describe
ni siquiera aproximadamente el movimiento del cuerpo considerado.
Por lo tanto, surge el problema, de gran importancia practica, de
hallar las condiciones bajo las cuales una pequefia variacién de los

valores iniciales r, y r, ocasiona s6lo un pequeflo cambio de la
solucion r(f) que éstos determinan,.

Un problema analogo surge también en los problemas en los
que se exige aclarar con qué :exactitud hay que dar los valores

iniciales ry y r, para que el punto en movimiento se desplace con
una exactitud dada por la trayectoria exigida o llegue a una region
dada.

También es de gran importancia el problema de la influencia
de pequefios sumandos en el miembro derecho de la ecuacién (1.2),
es decir, de fuerzas pequefias, pero de accién constante.

En algunos casos estas pequefias fuerzas, que actian durante un
gran intervalo de tiempo, son capaces de alterar fuertemente la
solucién, por lo que no se las puede despreciar. En otros casos, la
variacion de la solucién por la accién de estas fuerzas es insignifi-
cante, y si ella no sobrepasa la exactitud de célculo exigida, pode-
mos despreciarlas.

Més adelante se expondran los métodos de integracién de las
ecuaciones diferenciales y los procedimientos mas simples de analisis
de sus soluciones.



CAPITULO 1

Ecuaciones diferenciales
de primer orden

§ 1. ECUACIONES DE PRIMER ORDEN RESUELTAS RESPECTO A
LA DERIVADA

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden y de primer
grado, si se resuelve respecto a la derivada, puede escribirse en la
forma ' :

Y fx ).

Un ejemplo simple de tal ecuacién,
d
&=,

se analiza en el curso de cédlculo integral. En este caso simple, la
solucion

y= T (xdxtc

contiene una constante arbitraria, que puede determinarse si se conoce
el valor y(x,) =y, entonces
X

y=y+{Fwdx

Xy

Mas adelante serd demostrado que, bajo algunas limitaciones
establecidas sobre la funcién f(x, y), la ecuacién

d
=[x, y)

tiene también una solucién dnica, que satisface la condicidn
Y (x4) =1y, y su solucion general, es decir, el conjunto de soluciones
que contiene sin excepcion a todas las soluciones, depende de una
constante arbitraria.

dy

La ecuacién diferencial a;—f(x, y) establece una dependencia
gntre las coordenadas de un punto y el coeficiente angular de la
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tangente ‘% a la grafica de la solucién en ese punto. Conociendo
dy P s .
axyay, se puede calcular . Por consiguiente, la ecuacion di-

ferencial de la forma considerada determina un campo de direccio-
nes (fig. 1.1), y el problema de

V7 // Ta integracién de la ecuacién di-
// //// ferencial se reduce a hallar las
P o4 llamadas curvas integrales, para
/;,/;;,/// ///4 las cuales{ la direccion de las tan-
V4 /:,, /;, /;( gentes a éstas coincide en cada
/ (/;7//;, /;, gl punto con la direccion del campo
~
/// // /;// Ejemplo 1.
1147
g T dx~ x°
Fig. 1.1 En cada punto, dilerente del punto

(0, 0), el coeficiente angular de la tan-
gente a la curva integral buscada es igual a la razon —% , 0 sea, coincide con el

coeficiente angular de la recta dirigida desde el origen de coordenadas al mismo
punto (x, y). En la fig. 1.2 esta representado con flechas el campo de direcciones
determinado por la ecuacién estudiada. Evidentemente, en este caso las curvas

\y
Vs 4N
A D N
\\\ \T/ /// // /”“\\\\
T g 1
AN, L A
AN NN /
N N
FopoN \\\::/
)
Fig. 1.2 Fig. 1.3

integrales seran las rectas y=cx, ya que las direcciones de estas rectas coinciden
en fodas partes con la direccion del campo. :

Ejemplo 2
dy__x
dx gy
Obsérvese que el coeficiente angular de la tangente a las curvas integrales busca-

das, _%, y el coeficiente angular % de la tangente a las curvas integrales
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del ejemplo 1, satisfacen en cada punto la condicién de ortogonalidad:
-7 < =—1. Por lo tanto, el campo de direcciones definido por la ecuacién
diferencial considerada es ortogonal al campo representado en la fig. 1.2.

. . Lo d X .
Es evidente que las curvas integrales de la ecuacién _y:__7 son circunferen-

dx
cias con centro en el origen de coordenadas: x2+y2=c? (fig. 1.3) (més exacta-
mente, semicircunferencias, y=) c2—x2 e y=— =)
Ejemplo 3.
d >
d—i-; 2 yn

Para la construccién del campo direccional, hallemos el lugar geométrico de los

puntos en los cuales las tangentes a las curvas integrales buscadas conservan

una direccion constante. Tales lineas se llaman isoclinas. La ecuaciéon de las
d R

d_!: =k, donde k es una constante; ¥V x2 42 =4,

6 x2+y?-=k2 Por consiguiente, en este caso las isoclinas son circunferencias con

centro en el origen de coordenadas, v el coeficiente angular de la tangente a las

isoclinas se obtiene considerando

Fig. 1.4

curvas integrales buscadas es igual al radio de dichas circunferencias. Para cons-
truir el campo direccional, damos a la constante %k ciertos valores determinados
(véase la fig. 1.4, parteizquierda). Luego de esto se pueden ya trazar en forma
aproximada las curvas integrales buscadas (fig. 1.4, parte derecha).

Ejemplo 4.

y' =1-+xy.

Las isoclinas son las hipérbolas k=xy—+1, o bien xy==k—1; para k=1, la
hipérbola degenera en el par de rectas x=0 e y==0 (fig. 1.5). Para k=0, obte-
nemos la isoclina 14-xy==0. Esta hipérbola divide al plano en partes, en cada
una de las cuales y' conserva el signo constante (fig. 1.6). Lascurvas integrales
Y=y (x), al cruzar la hipérbola | +xy=0, pasan del campo de crecimiento de
_la funcién y (x) al campo de su decrecimiento, o viceversa. Por ello, en las ramas
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de esta hipérbola se hallan los puntos de méximo y de minimo de las curvas

integrales. ) ) )
Determinemos seguidamente el signo de la segunda derivada en las diferentes

regiones del plano:
y"=xy'+y, o bien y'=x(1+xy)-ty=x+(2+1)y.

La curva x4+ (x2+1)y=06,
_*
BT

y= (1.1

(fig. 1.7) divide al plano en dos partes, en una de lascualesy” < 0 y, por con-
siguiente, las curvas integrales son céncavas hacia las y negativas, y en la otra

4
¥
4 y'<d y'>0
4
L
ALV, 0 z
g z
C: y'>a y'<0
K4
Fig. 1.5 Fig. 1.6

y” >0, lo que significa que las curvas inlegrales son céncavas hacia las y posi-
tivas. Al cruzar la curva (1.1), las curvas integrales pasan de la convexidad a la
concavidad y, por consiguiente, en esta curva se encuentran los puntos de in-
flexién de las curvas integrales. '

Fig. 1.7

Como resultado del anélisis realizado, se conocen el campo de crecimiento
y el de decrecimiento de las curvas integrales, la ubicacién de los maximosy de
los minimos, la region de convexidad y la de concavidad, asi como la disposicién
de los puntos de inflexién, y la isoclina k=1. Estos datos son suficientes para
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hacer un esbozo de la disposicién de las curvas integrales (fig. 1.8), pero se hu-
bieran podido trazar algunas isoclinas mas, lo que nos permitiria precisar mas
dicha disposicién.

yl

En muchos problemas, en particular en casi todos los problemas
de caracter geométrico, las variables x e y son equivalentes. Por
ello, en dichos problemas, si éstos se reducen a la resolucién de la
ecuacion diferencial

d
Lfix o) (1.2)
es natural considerar, conjuntamente con (1.2), también
dx 1
. =D (1.3)

Si ambas ecuaciones tienen sentido, entonces son equivalentes,
ya que si la funcién y=y(x) es soluciéon de la ecuacion (1.2), la
funcién inversa x=x(y) es soluciéon de (1.3) y, por lo tanto, las
ecuaciones (1.2) y (1.3) poseen curvas integrales comunes.

Si, en cambio, en algunos puntos una de las ecuaciones (1.2)
o (1.3) pierde su sentido, entonces en esos puntos es natural susti-
tuirla por la otra ecuacion.

Por ejemplo, la ecuacién g;yc ::% carece de sentido para x=0.
Sustituyéndola por la ecuacion %:%, cuyo segundo miembro ya
no pierde el sentido para x =0, hallamos, como complemento a las
solumqnes encontradas anteriormente y=cx(véase la pag. 18) otra
curva integral, x=0, de esta ecuacion.



22 Capitulo I. Ecuaciones diferenciales de primer orden

§ 2. ECUACIONES CON VARIABLES SEPARABLES

Las ecuaciones diferenciales del tipo
fo (y) dy =, (x) dx (1.4)
se llaman ecuaciones con variables separadas. Consideremos que las
funciones f; (x) y f,(y) son continuas.
Supongamos que y(x) es solucién de esta ecuacién; entonces, al
sustituir y(x) en la ecuacién (1.4), obtenemos una identidad que,
al ser integrada, da

§ 1. )dy= {1 vyde+e, (1.5)
donde ¢ es una constante arbitraria.

Hemos obtenido una ecuacion finita *) (1.5), satisfecha por todas
las soluciones de la ecuacion (1.4). Ademas, cada solucién de la
ecuacion (1.5) es solucién de la (1.4), ya que si una funcién y(x),
al ser sustituida en la ecuacién (1.5), la transforma en una iden-
tidad, entonces derivando dicha identidad obtenemos que y(x) sa-
tisface también a (1.4).

La ecuacién finita @ (x, y)=0, que determina la solucién y(x)
de la ecuacién diferencial como funcién implicita de x, se llama
integral de la ecuacion diferencial considerada.

Si esta ecuacion finita determina sin excepcién todas las solu-
ciones de la ecuacién diferencial dada, entonces se llama integral
general de dicha ecuacién diferencial. Por consiguiente, la ecuacién
(1.5) es integral general de la ecuacion (1.4). Para que (1.5) deter-
mine y como funcion implicita de x, es suficiente exigir que f, (y) == 0.

Es posible que en algunos problemas no sea posible expresar las

integrales indefinidas Sfl (x)dx y Si2 (y)dy en funciones elementa-

les; pero, a pesar de esto, consideraremos resuelto también en este
caso el problema de la integracion de la ecuacion diferencial (1.4),
en el sentido de que lo hemos reducido a un problema mas simple,
ya estudiado en el curso de calculo integral: el problema del cal-
culo de las integrales indefinidas (de cuadraturas **) .

Si hay que obtener la resolucion particular que satisface la con-
dicion y(x,) = y,, ésta evidentemente se determina por la ecuacién

Y x
§fowydy =, (0 dx,

*) Es decir, una ecuacién en la que no figuran ni derivadasni diferenciales

(N. de'la Red.).
_**) Como el término “integral” en la teoria de ecuaciones diferenciales se
utiliza frecuentemente en el sentido de integral de la ecuacién diferencial, en-
tonces para evitar confusiones, para las integrales de las funciones, Sf(x)dx, ge-

neralmente se utiliza el término “cuadratura”-
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la cual se obtiene de

X

Sf W dy={F, () de+e,

Yo Xy
utilizando las condiciones iniciales y(x,) = y,.
Ejemplo 1.
xdx+ydy=0.

Las variables estdn separadas, ya que el coeficiente de dx es funcién sélo de x,
y el coeficiente de dy, sélo de y. Integrando, obtenemos

xdx+\ ydy=c, o bien x?-fy2=c?
1

que es una familia de circunferencias con centro en el origen de coordenadas
comgarese con el e]emplo 2, pag. 18).

jemplo

¢ dem U

Iny”*

Integrando, obtenemos

. " dy

X2 — \ 27

Se dx—‘s Iny+c.

Las integrales Sexz dx y (ﬁ]—y!/ no se resuelven en funciones elementales; sin

embargo, la ecuacion original se considera inlegrada, puesto que el problema fue
reducido a cuadraturas.

Las ecuaciones del tipo

@1 (%) ¥y () dx =@, (x) ¥, (y) dy,

en las cuales los coeficientes de las diferenciales se descomponen
en factores dependientes s6lo de x o de y, se llaman ecuaciones di-
ferenciales con variables separables, ya que dividiendo entre ¢, (y) @, (x),
éstas se reducen a una ecuacion de variables separadas:

Gr(x) ;¥ (y)
P2 (%) dx = ¥y ()

Obsérvese que la divisién entre P, (y)@,(x) puede conducir a la
pérdida de soluciones particulares, que reducen a cero el producto
P, ()9, (x); si las funciones ¥, (y) y ¢, (x) pueden ser discontinuas,
els fposxble la aparicion de soluciones superfluas, que reducen a cero
el factor

dy.

1
Py (y) P2 (x)
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Ejemplo 3.
Z—‘z:% (comparese con el ejemplo 1, pag. 18). Separamos variables e in-
tegramos:

g (s (d
y x’ Jy )’
Injyl=In|x|+Ine, ¢>0.

Potenciando, obtenemos | y|=c|x|. Si se consideran solo soluciones lisas *), en-
tonces la ecuacion |y|=c| x|, dondec > 0, esequivalente a la ecuaciéon y= + cx,
o bien y=c¢x, donde ¢, puede tomar valores positivos o negativos, pero ¢; # 0.
Si tomamos en cuenta que al dividir entre y se pierde la solucién y=0, enton-
ces se puede considerar que en la solucién y==c;x, la constantec, adquiere tam-
bién el valor ¢; =0, para el cual obtenemos la solucién anteriormente perdida.

y=0. .

Observacidn. Sien el ejemplo 3 se considera que las variables x e y
son equivalentes, entonces la ecuacién Z—i:% , que pierde el sentido para x=0,
debe ser completada con la ecuacion %:i (véase la pag. 21), la cual evi-

dentemente posee la solucién x=0, que no est contenida en la solucién y=c,x
hallada anteriormente.

Ejemplo 4. :
x(I+¢?) dx—y (1 +x?) dy=0.
Separamos variables e integramos:
ydy  xdx ydy __S’ xdx_}_.
Iy T’ Jifge™ JTge™"
In(lFp2)=ln(l4+2)+lInc: 14y2=c, (142,
Ejemplo 5.

dx —

amMVL

Hallar la solucion x (f) que satisface la condicién x(1)=1.
Separamos variables e integramos:

X t
dx Izl -
= — {2 p—
S2V? }%w,Vx f2, x=14,
1

1

Ejemplo 6. Como ya fue mencionado en la introduccién, se ha estable-
cido que la velocidad de desintegracién radioactiva es proporcional a la cantidad x
de sustancia aiin no desintegrada. Hallar la dependencia de x respecto al tiempo ¢,
si en el momento inicial para =1, era x=x,.

Supondremos conocido el coeficiente de proporcionalidad &, llamado constante
de desintegracion. La ecuacién diferencial del proceso tendra la forma

dx

*) Es decir, soluciones que poseen primera derivada continua(N.de la Red4).
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(el signo—indica que x decrece cuando { aumenta, 2 > 0). Separando variables
e integrando, se obtiene

d?x:—kdt; In|x|—In|xy|=+%({—1),

de donde

x=xee= =10,

Determinemos también el periodo de semidesintegracion t (o sea, el tiem-

po durante el cual se desintegra %x()) . Haciendo t—{y=T, ob'[enemosi Xg=

2
: kT In 2
==xp2~ , de donde T=—
No solamente la desintegracién radioactiva, sino también cualquier otra reac-

cién monomolecular, en base a la ley de accién de las masas, se describe por

la ecuacién %:— kx, donde x es la cantidad de sustancia que afin no ha reac-
cionado.
La ecuacién
dx
E_kx’ k>0, (1.7)

que se diferencia de la (1.6) sélo en el signo del segundo miembro, describe
muchos procesos de “reproduccién” (o “multiplicacién”), por ejemplo, la “repro-
duccién” de la cantidad de neutrones en las reacciones nucleares en cadena, ola
reproduccién de la cantidad de bacterias, suponiendo que se encuentren en un
ambiente 6ptimo y que, por ello, la velocidad de su crecimiento sea proporcional
a la cantidad de bacterias presentes. .

La solucién de la ecuacién (1.7) que satisface la condicién x (f,)=x, tiene
la forma x=x,*!~1 y, a diferencia de las soluciones de (1.6), x({) no dismi-
nuye, sino que crece exponencialmente con el incremento de ¢£.

Ejemplo 7.

dp
do=P (=2 (b=,

Trzlizar las curvas integrales sin integrar la ecuacién; p y ¢ son las coordenadas
polares.
J La ecuacién tiene las soluciones evidentes p=0,0=2yp=4. Para0 < p < 2,
P . ap 0
— > 0; para 2 y< 4, — <0 ara p > 4, == > 0.
dp p <p< ¥ < Uy para p de

Por lo tanto, las curvas integrales son las circunferencias p=2yp=4,ylas
espirales que se “envueiven”, al aumentar ¢, en la circunferencia p=2y se
“desenvuelven” de la circunferencia p=4. Las curvas integrales cerradas, en en-
tornos suficientemente pequefios de las cuales todas las curvas integrales son es-
pirales, se llaman ciclos limite. En el presente ejemplo las circunferencias p=2
y p=4 son ciclos limite.

Egem plo 8. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de pardbolas
y=ax2.
.- Se denominan trayectorias ortogonales de una familia dada de curvas a las
lineas que cortan en angulo recto las curvas de dicha familia. Los coeficientes
angulares y', e y', de las tangentes a las curvas de la familia dada y a las tra-
yectorias ortogonales buscadas, deben satisfacer en cada punto a la condicién de
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ortogonalidad y,= — yL . Para la familia de parabolas 4" = ax?, hallamos y'= 2ax,
1

o bien, puesto que a:}y:_,, y' :Q;y. Por consiguiente la ecuacién diferencial de

las trayectorias ortogonales buscadas tiene la forma y’ =— 2;”_ .

Separando variables, hallamos 2y dy +xdx=0, e integrando, obtenemos la
familia de elipses

%+y2 =c?
(fig. 1.9).

Ejemplo 9. Sea u=uxy el potencial de las velocidades de una corriente
liquida plano-paralela. Hallar la ecuacién de las lineas de la corriente.

AY

Fig. 1.9

Las lineas de la corriente son las trayectorias ortogonales de la familia de

lineas equipotenciales xy=c. Hallamos el coeficiente angular de la tangente a
las lineas equipotenciales: xy’ 4y =0, y':——%. En consecuencia, la ecuacién

diferencial de las lineas de la corriente tiene la forma y’-—t—x—, o bien ydy=

=ux dx; integrando, obtenemos x?— y2—¢, que es una familia de hipérbolas.
Ejem plo 10. Una esfera metalica hueca homogénea, de radio interior r
y exterior rp, se encuentra en estado térmico estacionario. Su temperatura en la
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superficie interior es igual a Ty, y en la exterior, a T,. Hallar la temperatura T
a la distancia r del centro de la esfera, r; <<r<Cr,.

Por simetria se deduce que T es sélo funcién de r.

Puesto que entre dos esferas concéntricas que tienen por centro comiin el de
la esfera original (sus radios pueden variar desde r; hasta r,) la cantidad de
calor permanece constante, entonces a través de cada esfera pasa una misma can-
tidad de calor Q. Por lo tanto, la ecuacion diferencial que describe el proceso
considerado tiene la forma

dT
Ampr2 L
dnkr 7 Q,
donde k& es el coeficiente de conductibilidad térmica.

Separando variables e integrando, obtenemos la dependencia buscada de T
respecto a r:

4nde:—Q—‘:r;
r
T r
dr
4ﬂk§dT=—Qgr_2v
Ty ry

4nk(T—T1):Q(ri—rll>.

Para la determinacién de Q utilizamos la condicién: T =T, cuando r=ry;

Q- 4xk (T, —T,) Ank(T,—T,) rire
-l T :

§ 3. ECUACIONES QUE SE REDUCEN A ECUACIONES
DE VARIABLES SEPARABLES

Muchas ecuaciones diferenciales pueden ser reducidas a ecuaciones
con variables separables mediante una sustituciéon de variables.
A dicho grupo pertenecen, por ejemplo, las ecuaciones de la forma

d ,
d_i = f(ax-- by),

donde a y b son magnitudes constantes, las cuales se transforman
en ecuaciones con variables separables por medio de la sustitucion
z=uax-by. Efectivamente, pasando a las nuevas variables x y z,
tendremos
Cearby, E=atbf()
o bien
dz

aTorm
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con lo que hemos separado las variables. Integrando, obtenemos

dz
‘ =@ e
Ejemplo 1.

dy
E—2x+y.
Haciendo z=2x--y, tendremos
@:‘E—— Q——Q:z.
dx dx 7’ dx
Separando variables e integrando, se obtiene
d? =dx, In|z+42|=x+Inc, z=—24ce%,
2-[—2
2x+y=—2-ce¥, y=ce¥—2x—2.
Ejemplo 2.
dy 1
t—i,_\c_x—y+1'
Haciendo x—y =2z, obtenemos
dy dz dz 1 .
b P e L
dz 1
L= =— 2= — )= — )
P S z2dz dx, 2 2x4c, (x—y) 2x+c¢

A ecuaciones con varibles separables se reducen también las
ecuaciones diferenciales homogéneas de primer orden, que tienen

la forma
dy l)
dx ~ f( x )
En efecto, después de la sustitucién z:% , 0 bien y = xz, obtenemos
dy dz . dz | dz  dx
ot T4 Xa—rz—f(z), Fo—
dz
J Fle)-z

5.—‘12——=:ln|x|-‘—lnc x=ce
Iz)—z ' ’

Obsérvese que el segundo miembro de la ecuacién homogénea
es una funcién homogénea de variables x e y de grado nulo de
homogeneidad; por eso la ecuacién del tipo

M (x, y)dx+ N (x, y)dy=0

sera homogénea si M (x, y) y N(x, y) son funciones homogéneas
de x e y, del mismo grado de homogeneidad, puesto que en este caso

£ -1 (2)
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Ejemplo 3.
dy _y y
P
X dy dz . e e
Haciendo y=xz, E;:xa—[—z y sustituyendo en la ecuacién inicial, obtenemos
dz coszdz dx
——1— g = ']
faxT? z+1gz, sen z x

In[senz| =In|x|+Inc, senz=cx, sen %_—_cx.
Ejemplo 4.
(x+y) dx—(y—x) dy =0.

Haciendo y=xz, dy=xdz-zdx, obtenemos

(x+x2)dx—(x2—x) (xdz+2dx) =0,
(14-22—22)dx+x(1—2z)dz=0,
(1—2)dz  dx

1
_—t —= — 2 _
1+22_22+ P =0, D) In[14+22—22|4In|x|=

:]?In ¢, (1 +22—22)=c, x?+2y—yt=c.

Las ecuaciones del tipo

dy _ a x4 by -0y
a—f (a2x+b2y+cz> (1.8)

pueden reducirse a ecuaciones homogéneas, si trasladamos el origen
de coordenadas al punto de interseccion (x;, y,) de las rectas

ax-+rby+c;=0 y ax-by+c,=0.

Efectivamente, el miembro independiente en las ecuaciones de
estas rectas en las nuevas coordenadas X =x—x;, Y =y—y,, serd
igual a cero; los coeficientes de las coordenadas permanecen inva-
dy _ dv. la ecuacién (1.8) toma la forma
dx dx 'Y :

vy (a1x+b1y
EX“f 02X+b2Y>’

riables;

\

o bien

H y \

v f/“l""”‘Y )_(P<Y)
ax — ! Y |TYA\X)
\\ a+ b X/

que ya es una ecuaciéon homogénea.
Este método no se puede aplicar sélo en el caso de paralelismo

de las rectas qlgc+bly—%—01=0 Y @yx-+byy-+c,=0. Pero en este
caso los coeficientes de las coordenadas son proporcionales:
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32——32—-:13, y la ecuacion (1.8) se puede escribir en la forma

a, b
dy . ax+by+o _ ' .
21 (e mrgr e = F @ £bwy

por consiguiente, como se demuestra en la pag. 27, el cambio
de variables z=a,x + b,y transforma la ecuacién considerada en una
ecuacion con variables separables.

Ejemplo 5.
dy x—y-+1
de x+ty—3°
Resolviendo el sistema de ecuaciones x—y-+4-1=0, x--y—3=0, obtenemos
%=1, y,=2. Haciendo x=X+1, y=Y +2, tendremos
ay XY
dX T X4Y’

. . Y . ..
El cambio de variables Z'=Y' o bien Y =2zX conduce a una ecuacion de va-

riables separables:
dz l1—z (14+2)dz __Q(_

2+XH:]+2’ [—2z—22 X'

1 1
—_— — D722 — JR—
2ln[l 2z—22|=In| X} 21nc,

(1—2z2—2?) X2=¢, X?—-2XY-—-Yi=c,
X2 —2xy —y? +2x 46y =c,.

§ 4. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN

Se llama ecuacion diferencial lineal de primer orden a una ecua-
cion lineal con respecto a la funcion desconocida y a su derivada.
La ecuacion lineal tiene la forma

Y p )y =Fx), (1.9)

donde p(x) y f(x) se consideraran en lo sucesivo funciones conti-
nuas de x en la regién en que se exige integrar la ecuacion (1.9).
Si f(x)=0, la ecuacion (1.9) se llama lineal homogénea. En la
ecuacion lineal homogénea las variables se separan:
g—z—’rp(x)y:(), de donde %:—p(x)dx,
e integrando, obtenemos

Injy|=—{pxde+ine, >0,
y=cedPO oo, (1.10)
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Al dividir entre y se perdié la soluciéon y==0; sin embargo,
ésta puede ser incluida en la familia de soluciones hallada (1.10),
si se considera que ¢ puede tomar también el valor 0.

Para integrar la ecuacion lineal no homogénea

Y p (@ y=F) (1.9)

puede ser aplicado el asi llamado método de variacion de la cons-
tante. Al aplicar dicho método, primeramente se integra la ecua-
cién homogénea correspondiente (o sea, la que tiene el mismo primer
miembro):

dy .
LW y=0,

cuya solucion general, como fue indicado anteriormente, tiene
la forma

- (x)dx

y=ce fruodr

., - 'p .,
Cuando ¢ es constante, la funcion ce I es la solucién de la
ecuacién homogénea. Probemos ahora satisfacer la ecuacion no ho-
mogénea considerando ¢ como funcién de x, o sea, realizando en
escercia la sustitucion de variables

(x)dx

- yd

y=ctaed ",

donde c¢(x) es una nueva funcién desconocida de x.
Calculando la derivada

dy dc —le(.\f)dx —J‘p(x)dx

b4 —c(x)p(x)e

y sustituyéndola en la ecuacion no homogénea inicial (1.9), se
obtiene

de oSt e p e [P L pee PO < o,

o bien \
dc p(x)dx
& el
de donde, integrando, se halla
c(x) = g f(x)eJ PO Lo

y, por consiguiente,

y— c(x) e—l p(x) dx: Cle-" p(x)dx —j»e_J ﬂ(,r)dxg f(\)(’[ px) dxd,\’. (I ] ])



32 Capitulo {. Ecuaciones diferenciales de primer orden

De este modo, la solucién general de la ecuacion lineal no ho-
mogénea es igual a la suma de la solucién general de la ecuacion
homogénea correspondiente

~(pra
ce fp(x)rv
y de la solucion particular de la ecuacién ne homogénea

e—fp(X) de f(x) efp(x) dxdx

que se obtiene de (1.11) si ¢;=0.

Obsérvese que en ejemplos concretos no es conveniente utilizar
la férmula (1.11), compleja y dificil de recordar; es mas sencillo
repetir cada vez todas las operaciones expuestas mads arriba.

Ejemplo L.
Y _ .
ax X T
Integramos la ecuacién homogénea correspondiente
dy y dy dx | .
& x_O, 7% Injy|=In|x|+Inc, y=cx.
Consideramos ¢ como funcién de x; entonces y=c (x) x, Z—Z-—-i—ix-«}c(x) y, susti-

tuyendo en la ecuacion inicial obtenemos, luego de simplificar,
dc %2
L ox=x2 i = =
R0 bien dc=xdx, ¢ (x) 5 +c.

Por lo tanto, la solucién general es:
3

X
y=0cx +Tz‘ .
Ejemplo 2.
%—yctgx:?x sen x.
Integramos 1la ecuacién homogénea correspondiente
dy e o dy cosx
Y ctg x=0, Y ~senx dx,

Injy|=In |senx|+Inc, y=csenx.
Variamos la constante
y=c(x)senx, y =c’(x)senx-c(x)cosux.
Sustituyendo en la ecuacién inicial, obtenemos

¢’ (x) sen x+4¢ (x) cos (x) —c (x) cos x = 2x sen x,
¢ (x)=2x, c(x)=x2+cy,
Y=x%sen x— ¢ sen x.
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Ejemplo 3. En un circuito eléctrico con autoinduccién tiene lugar el paso
de corriente alterna. La tensién U es una funcién dada del tiempo, U="U ({),
la resistencia R y la autoinducciéon L son constantes; la intensidad inicial de la
corriente / (0)=/, es dada. Hallar la dependencia de la intensidad de la corriente

I =1 (t) respecto al tiempo.

Aplicando la ley de Ohm para un circuito eléctrico con autoinduccién,

obtenemos

drf

La solucién de esta ecuacién lineal que satisface la condicién inicial 7 (0)=/,,
de acuerdo con (l.11), tiene la forma

SRy bR,
I=e - [10+TSU(t)eL dt]. (1.12)°
0

Para una tensién constante U =U,, obtenemos

U U -t
—Jo. _Y% L
I—R+-<IO R)e

Es interesante el cdaso de tensidén alterna sinusoidal: U= Asenwf. En este
caso, segun (1.12), obtenemos

t R
——t =t
I=e /IO—}-—LA—SeL senwtdt).
0

La ifltegral del segundo miembro se toma facilmente.

Muchas ecuaciones diferenciales pueden ser reducidas a ecuacio-
nes lineales mediante un cambio de variables. Por ejemplo, la ecua-
cion de Bernoulli, que tiene la forma

%er(X)y:f(x)y", n+1,
o bien
y Y p () =1 (%), (1.13)

con el cambio de variables y'~"=2z, se reduce a una ecuacién
lineal. Efectivamente, derivando y'~"=z, hallamos (1—n)y~" Z—i = 5—; ,
y sustituyendo en (1.13), obtenemos la ecuacion lineal

= pe=f(x).
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Ejemplo 4.
d‘/_i_| x2
dx 2x ' 2uy
dy_u24_ . . dy dz
dex—x "X, Y=z, !/a—d—x’
dz_z o
de” x

y se prosigue como en el ejemplo 1 de la pag. 32,
La ecuacion
dy Nt
TPy =1,

\lamada ecuaciéon de Riccafi, en general no se integra en cuadra-
turas, pero por sustitucion de variables puede ser transformada
en una ecuacion de Bernoulli, si se conoce una solucién particular
Y (x) de esta ecuacion. Efectivamente, haciendo y ==y, --- z, se obtiene

Yi--2 - p () (41 -+-2) +q (x) (4 +2)° = [ ()

0,.como Yy --pxX)y,-i-q(x)yt={f(x), tendremos la ecuacién de
Bernoulli

2+ [p(¥)+ 29 (¥) 1] 2+- g (v) 22 =0.

Ejemplo 5.
g, 2
st
En este ejemplo no es dificil hallar la solucién particular y, = 71— Haciendo y =
21 b L TN 2 : ,
=z+—x—. obtenemos y' =z — z —}—2:—-\2—{—?) —% o bien z'=224
+ 2% , que es una ecuacion de Bernoulli.
2 1 du 2
CR AR T
du 2u du 2dx
—=———l, — =,
dx X u X
Inluj=—2ln]x|+lne, u=5, u=SL),
¢’ (x) x3
o e e,
u:c—l—-f— .1_ -.Ll i ! — 21 x
2T 7RI T T TR3
Ay
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§ 5. ECUACIONES EN DIFERENCIALES TOTALES

Puede suceder que el primer miembro de la ecuacién diferencial
M(x, y)ydx - N (x, y)dy=0 (1.14)
sea la diferencial total de cierta funcion u (x, y):
du(x, y)=M(x, y)d<-- N (x, y)dy
y que, por consiguiente, la ecuacién (1.14) tome la forma
du(x, y)=0.
Si la funcién y(x) es solucién de la ecuacién (1.14), entonces
du(x, y(x))=0,

de donde
u(x, y(x))=c, (1.15)

donde ¢ es una constante. Reciprocamente, si cierta funcién y(x)
convierte en identidad la ecuacion finita (1.15), entonces, deri-
vando la identidad obtenida, tendremos du (x, y(x))=0 y, por con-
siguiente, u (x, y) =c, donde c es una constante arbitraria, es integral
general de la ecuacién inicial. A

Si las condiciones iniciales y(x,) =y, estan dadas, la constante ¢
se determina de (1.158): c=u(x,, y,) ¥

u(x, y)=u(xo, #o) (1.15y)

es la integral particular buscada. Si %:N("’ y)=~=0 en el punto

(%o, 4o), entonces la ecuacion (1.15;) determina y como funcién
implicita de x.
Para que el primer miembro de la ecuacion (1.14)

M (x, y)dx -+ N (x, y) dy

sea la diferencial total de cierta funcién u(x, y), como se sabe, es
necesario y suficiente que :

IM (x, y) __ ON (x, )
=t (1.16)

Si esta condicion, sefialada por primera vez por Euler, se
cumple, entonces la ecuacion (l1.14) se integra facilmente. En
efecto,

du= Mdx -+ Ndy.
Por otra parte,

u Ou
du= a—xdx + 3 dy.
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Por consiguiente,

a 0
a—z‘:M(x’ !/); a_;l‘:N(x’ y)’

de donde
u(x, g)=§ M(x, gdetc().

Al calcular la integral SM(x, y)dx, la magnitud y se considera
constante; por eso, c(y) es una funcién arbitraria de y.

e (zZ.y) I\ @y (zy)
@4 24) (2. 8,) -
Vi . g g
Fig. 1.10

Para determinar la funcion c (), derivamos la funcién hallada u (x, y)
respecto a y y, como gi;=N (%, y), obtenemos

%(SM(x, yde)+c'(9) =N (x, ).

De esta ecuacién se determina ¢’ (y), e integrando se halla ¢ (y).
Como es sabido del curso de analisis matematico, se puede
determinar atin mas facilmente la funcién u (x, y) por su diferencial
total du=M (x, y)dx -+ N (x, y)dy, tomando la integral curvilinea
de M (x, y)dx+ N (x, y)dy desde cierto punto fijo (x,, y,) hasta un
punto con coordenadas variables (x, y), por cualquier camino:

(x. y)

wie, )= § Mx 9det+N(x g)dy.

(%o, o)

Con frecuencia, en calidad de camino de integracién es cémodo
tomar una linea quebrada, compuesta por dos segmentos paralelos
a los ejes de coordenadas (fig. 1.10); en este caso

x, y) (x, Yo) (x, y)
Mdx+Ndy= § Mdet § Ny,

(Xor Yo) (%o, Yo) (x, yg)
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o bien
(x, ¥ (X0, ¥) (x, y)
Mdx+Ndy= § Ndy+ § Max.
(X0, Yo) (X0, Yo) (Xg, ¥)
Ejemplo L.

(x+y-+1)de4-(x—y*+3)dy =0.

El primer miembro de la ecuacién es la diferencial total de cierta fun:tén
u(x, y), puesto que )

O(r+y+1) _0(x—y+3)
dy o 0x ’

%:x+y+1, u=’-‘§+xy-l—x+6(y),
g§=x+w%w,x+c%w=x—v“+&
¢’ (y)=—y*+3, c(y)c—!-/si-i—3y+01,
=ty 3yt

Por lo tanto, la integral general tiene la forma

3x2 | 6xy 4 6x—2y3 - 18y =c,. (1.17)
Se puede utilizar también el otro método de determinacion de la funcién u (x, y):
(x, ¥)
at, )= | Cty+ndete—p+Iay
(X0, Yo)

Como punto inicial (x4, y,) escogemos, por ejemplo, el origen de coordenadas,
y en calidad de camino de integracién, la quebrada de la fig. 1.11. Entonces

(x, 0) X, ¥)
Y3

2

u(x, ¥)= g {x+1)de+ S (x—y2+3) dy:’-;——{—x—l—xy—“?—;—&y
(0, 0) (x, 0) .

y la integral general tiene la forma

x2‘ y3 _
7-+x—{-xy———3— +3y=c,

o bien como en (1.17).

En algunos casos, si el primer miembro de la ecuacion
M (x, y)dx + N (x, y) dy=0 (1.14)
no es diferencial total, resulta facil escoger una funcién p(x, y).

luego del producto por la cual el primer miembro de (1.14) se
transforma en una diferencial total:

du=pMdx-+pN dy.
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Esta funcion p se llama factor integrante. Obsérvese que la mul-
tiplicacion por el factor integrante p (x, y) puede conducir a que
aparezcan soluciones particulares superfluas, que reducen este
factor a cero.

Ejemplo 2.
xdx+ydy--(x2+y?) x2dx =0,

Es evidente que después de multiplicar por el factor “:;2_]—2’ el primer

miembro se transforma en diferencial total. Electivamente, luego del producto

POl ”—' 2 2! Obte“e“los
ol dX Y dy

g TFax=0,

-3
o integrando: %-ln(xz—l—y?)—l—%-:lncl. Multiplicando por 2 y potenciando,
tendremos

2.

(2t e? =c

Es claro que no siempre el factor integrante se escoge tan facil-
mente. En general, para hallar dicho factor es necesario escoger por
lo menos una solucidn particular no idénticamente nula de la ecua-

cion en derivadas parciales

5/}\ ouM __ouN
dy ~ ox
o, en forma desarrollada,
9 (z.y)

O ar | OM __du aN
d_yM FW Gy = ox N+p-,
la cual, después de dividir entre p
y de cambiar de miembro algunos
términos, se reduce a

Z
g (Z,0) 0 lnp dlnp ,, ON oM

X
Fig. 1.11 En general, la integracién de es-
ta ecuacion en derivadas parciales
no es un problema menos simple que la integracién de la ecuacién
inicial. Sin embargo, a veces la eleccion de la solucién particular
‘de (1.18) no presenta dificultades.

Aparte de ello, considerando que el factor integrante es funcién
de un solo argumento (por ejemplo, es funcién sélo de x4y o de
x*+4*, o funcién sélo de x o de y, etc.), se puede integrar ya sin
dificultad la ecuacion (1.18) e indicar las condiciones bajo las cuales
existe un factor integrante del tipo considerado. Con esto se obtie-
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nen clases de ecuaciones para las cuales el factor integrante puede
ser hallado facilmente.

Por ejemplo, encontremos las condiciones bajo las cuales la
ecuacion Mdx -~ Ndy=0 tiene factor integrante que depende sdlo
de x, p=p(x). En este caso, la ecuacion (1.18) se simplifica y
toma la forma

dlnp,, ON oM

dx ~ox  dy°’
oM _on
dy Ox

de donde, considerando funcién continua de x, obtenemos

N
M _ aN
lnp—:gay “dx+1ne,

\ aM  ON

dy  0x
) v dx

p=ce (1.19

Se puede considerar c=1, ya que es suficiente tener sélo un factor
integrante.

oM oN
. dy  Ox .y . . .
Si 5 s funcién sélo de x, entonces existe un factor in-

tegrante que depende sélo de x, y es igual a (1.19). En caso con-
trario, no existe ninglin factor de la forma p ().

La condicién de existencia de un factor integrante que depende
s6lo de x se cumple, por ejemplo, para la ecuacion lineal

Z4p®y=F), o bien [p(x)y—FK]dx+dy=0.
oM ON
oy J'p(x)dx

Efectivamente, N =p(x) vy, por lo tanto, p = . De ma-

nera analoga se pueden hallar las condiciones de existencia de facto-
res integrantes de la forma

B, By, B+, pEy), p(%) etc.

Ejemplo 3. ¢Tiene la ecuacién
xdx+ydy+xdy—ydx=0 (1.20)

un factor integrante de la forma p=p (x2+y??

Designemos x2-+y%=2. La ecuacién (I. 18) para p= u(x2+y2)—u(z) toma
la forma
dlnp, aN IM

2(My— Nx) =% oy
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40
de donde
1n“tl:—;—5cp(z)dz+ln c,

o bien

, % S @ (2) dz

p=ce ’ (1.21)
donde

oN _om
9x  dy |

PE=py—=Nx
Para la existencia de un factor integrante del tipo dado, es necesario —y, en
IN oM

. . 9x Oy o
caso de que @ (2) sea continua, suliciente —que My—Nx sea funcion sélo de

x2-+y2 En nuestro caso,
Y

oN _om
ox dy 2

My=d
por lo tanto, el factor integrante w=p (x2+4 y?) existe y es igual a (1.21). Para

¢==1, obtenemos:
J‘ dz
2

=e

1
ERETENh
la reducimos a la forma

i

Multiplicando la ecuacién (1.20) por p=ij_—g§,

xdx+ydy xdy——ydx=0

x4y X+ y
o bien
1 [ ¥
_d(x2+y2) d| <
- ;W T L) : =0,
Ty
=0.

—;— dln (x2+y?)+darctg %—

Integrando, obtenemos
In Vaety=— arctg%-i— Inc

y, luego de potenciar, tendremos
—arctg;u-
X

Vi fyE=ce ,
o, en coordenadas polares p=ce~%, que es una familia de espirales logaritmicas.
Ejemplo 4. Hallar la forma de un espejo que refleje paralelamente

a una direccién dada todos los rayos que salen de un punto fijo.
Cologuemos el origen de coordenadas en el punto dado, y dirijamos el eje de

las abscisas paralelamente a la direccién indicada en las ¢ondiciones del problema.
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Supongamos que un rayo incide en el espejo en el punto M (x, y). Consideremos
el corte del espejo, representado en la fig. 1.12, por el plano Oxy, que pasa por
el eje de las abscisas y por el punto M. Tracemos la tangente MN al corte
considerado de la superficic del espejo en el punto M (x, y). Puesto que el
angulo de incidencia es igual al angulo de

reflexién, el tridngulo MNO es is6sceles. Por 1
lo tanto, M@W'Z——

’ y
t == = —.
TV ETs

La ecuacién homogénea obtenida se integra

facilmente con el cambio de variables NSF oy«
x s /] z
v
Fig. 1.12

pero puede hacerse de manera ain mas sim-
ple: racionalizando el denominador la escribimos en la forma

xdx-+ydy=V 2+ 2 dx.
La ecuacion tiene el factor integrante evidente
. 1 xdx+ydy
YVETE Vers
(familia de parabolas).
Observacidn. Este problema se resuelve atin mas facilmente en coor-

denadas x y p, donde p:VxH—yz.‘En este caso, la ecuacion del corte de las
superficies buscadas toma la forma

dx=dp, p=x-+c.

=dx, Vx2+y2=x+c, y?=2cx+c?

Se puede demostrar la existencia del factor integrante, o lo que
es lo mismo, la existencia de una solucién no nula de la ecuacion
en derivadas parciales (1.18) (véase la pag. 38) en cierta region,
si las funciones M y N tienen derivadas continuas y por lo menos
una de estas funciones no es igual a cero. Por lo tanto, el método
del factor integrante se puede considerar. como un método general
de integracion de la ecuacion del tipo

M (x, y)dx+N (x, y)dy=0.
Sin embargo, debido a la dificultad de hallar el factor integrante,

este método se utiliza con mayor frecuencia sélo en aquellos casos
en que dicho factor es evidente.

§ 6. TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

DE LA SOLUCION DE LA ECUACION %:f(x, Y)

La clase de las ecuaciones diferenciales integrables en cuadra-
turas es sumamente limitada; por ello, ya desde los tiempos de
Euler obtuvieron gran importancia los métodos aproximados en la
teoria de ecuaciones diferenciales.
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En la actualidad, gracias al rapido desarrollo de la técnica de
calculo, los métodos de aproximacion adquieren un valor incompa-
rablemente mayor.

Ahora, a menudo resulta conveniente utilizar métodos aproxi-
mados aln en los casos en que la ecuacién se integra en cuadra-
turas. Es mas, aun si la solucion puede ser expresada en forma
sencilla en funciones elementales, frecuentemente la utilizacién de
las tablas de estas funciones resulta mas dificil que la integracién
_ aproximada de la ecuacion en calcu-
z1 ladoras electrénicas. Sin embargo,

para aplicar uno u otro método de

integracion aproximada de la ecua-
cion diferencial, hay que estar se-
guro ante todo de la existencia de la
vl solucion buscada, asi como de la
unicidad de la misma, ya que cuan-
% do no tiene lugar la unicidad,
no queda claro cual solucion debe
> ser determinada aproximadamente.
Con gran frecuencia la demos-

tracion de teoremas de existencia

de la solucién da también un mé-

todo para la determinacion exacta

o aproximada de la solucién, lo cual aumenta atin mas la impor-
tancia de los teoremas de existencia. Por ejemplo el teorema (1.1),
demostrado mas adelante, da la fundamentacion del método de
Euler de integracién aproximada de ecuaciones diferenciales. Este
método consiste en que la curva integral buscada de la ecuacion

diferencial %=f(x. Y), que pasa por el punto (x,, y,), se susti-

&
&

Z % |5 2z

Al
Fig. 1.13

tuye por una quebrada.constituida por segmentos lineales (fig. 1. 13),
cada uno de los cuales es tangente a la curva integral en uno de
sus puntos frontera. Al aplicar este método para el calculo apro-
ximado del valor de la solucion buscada y(x) en el punto x=b,
el segmento x,<Cx<Cb (si b>x,) se divide en n partes iguales
por medio de los puntos x,, Xy, X5, ..., X,_;, X,, donde x,=b.
La longitud de cada segmento x,,,—x;=h se llama paso del cdl-
culo. El valor aproximado de la solucién buscada en los puntos
x; se designara por y;.

Para el célculo de y, se sustituye en el intervalo Yo <x < x,
la curva integral buscada por el segmento de su tangente en el
punto (xo, 4,). Por lo tanto, y,=y,+hy, donde Yo=[ (x4, y,)
(véase la fig. 1.13). En forma analoga, calculamos

Yo=Yy -+ hy,, donde yy=F(x;, y1);
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Ys=Y; + hys, donde y,=[(x,, y);
yn:yn—l"z' hy;t—lv donde y;l—lzf(xn—l’ yn—l)'
Si b< x,, el esquema del calculo permanece invariable, pero
el paso & es negativo.

Es natural esperar que para h— 0 las quebradas de Euler se
aproximen a la grafica de la curva integral buscada. Por lo tanto,
al disminuir el paso A el método de Euler da un valor cada vez
mas exacto de la solucién buscada en el punto b. La demostracion

de esta afirmacién nos conduce al mismo tiempo al siguiente teore-
ma fundamental de existencia y unicidad de la solucién de la

ecuacion %:f(x, y) con la condicién inicial y(x,) =y, bajo
condiciones suficientes muy amplias impuestas a la funcién f(x,y).

Teorema 1.1 (de existencia y unicidad de la solucion).
Si en la ecuacion

Y_f(x, y) (1.22)

lg funcién f(x, y) es continua en el rectdngule D:
Xg— AKX X+ 8, Yo—b<Y <yt
y satisface en D la condicion de Lipschitz:
[ (x, y)—F(x, ) | <Ny —y.l,
donde N es una constante, entonces existe una solucién udnica

y=y(x), x,—H<x<<x,+H de la ecuacion (1.22), que satisface
la condicién y(x,) =y,, donde
. b 1
H < min (a, e V>
M =max|f(x, y)| en D.

Las condiciones del teorema necesitan ciertas aclaraciones. No
es posible afirmar que la solucién buscada y =y(x) de la ecuacion
(1.22), que satisface la condicién y(x,)=:y, existira para
Yo—a<sx<x,+a, ya que la curva integral y=y(x) puede

“salir del rectangulo D a través de sus lados superior o inferior
y=y,+0b (fig. 1.14) para cierto valor x=x,, x,—a < x; < x,+a,
y entonces, si x; >x, para x>x; la solucion puede no estar
definida (si x; < x,, la solucion puede no estar definida
para x < x;). Podemos garantizar que la curva integral
Y=y (x) no sale de los limites de D cuando x varia en el segmento

: ) b
Xo—H < x<x, +H, donde H es el menor de los nimeros a y 4z
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(fig. 1.15), puesto que el coeficiente angular de la tangente
a la curva integral buscada se encuentra entre los coefi-
cientes angulares M y —M de las rectas representadas en la figura
1.15. Si estas rectas, entre las cuales se encuentra la curva integral
buscada, salen de los limites de rectangulo D a través de sus lados
horizontales y= y,+b, entonces las abscisas de los puntos de corte

de estos lados seran xoii. Por lo tanto, la abscisa del punto

M
Yy
Y+b
7\ ‘
yrop- 7
V/A y —
% | ,
& o 7 Nigg=-4
B |z o AVL¥.
0\ za 2 z, Z va O z-a z-h z, m+hzaie
Fig. 1.14 Fig. 1.15

de salida de la curva integral del rectiangulo D puede ser s6lo
mernor que o igual a xo+%, y mayor que o igual a xo—%.

Se puede demostrar la existencia de la solucion buscada en el”
segmento x,— H < x<{x,+ M, donde H=min (a, %); sin em-
bargo, es mas sencillo demostrar antes la existencia de la solucién
en el segmento x,— H << x<{x,-+ H, donde H < min(a, %, LN) .
Mas adelante seran indicadas condiciones, bajo las cuales la solucion
puede ser continuada.

La condicién de Lipschitz

P (x, y)—F (% 9) |SKN|y1— .|

puede ser sustituida por otra, un tanto mas grosera, pero en cambio
a menudo ficilmente comprobable: la condicion de existencia de
la derivada parcial acotada f,(x, y) en la regién D.
En efecto, si en el rectangulo D
IFue 1< N
entonces, aplicando el teorema sobre el incremento, finito, obtenemos

[ y)—F(x, ye)lzlf;,(x, E)H.‘h‘—!/zl,
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donde § es un valor intermedio entre y, e y,. Por lo tanto, el
punto (x, &) se encuentra en D; por eso

If,;/(x’ E)I<N, Yy ”()C, yl)_f(x» !/2)I<N|y1_'!/‘zl

No es dificil presentar ejemplos de funciones f (x, ) (por ejemplo
f(x, y)=|y| en un entorno de los puntos (x, 0)), para las cuales la

condicién de Lipschitz se cumple, pero la derivada g—fyen ciertos

puntos no existe; por lo tanto, la condicién '%‘gN es mas gro-

sera que la condicién de Lipschitz.
Demostraciéon del teorema de existencia y uni-
cidad. Sustituyamos la ecuacién diferencial

Y—fx 9 (1.22)
con condicidn inicial
Y (X0) = %o (1.23)
por la ecuacion integral equivalente

y=yo+{ [, ) (1.24)

Xo

En efecto, si cierta funcién y=y(x) al ser sustituida en la
ecuacién (1.22) la convierte en una identidad, y satisface a la
condicién (1.23), entonces integrando la identidad (1.22) y tomando
en cuenta la condicién (1.23), obtenemos que y=y(x) convierte
también en identidad la ecuacién (1.24). Si, en cambio, cierta
funcién y=y(x) al ser sustituida en la ecuacion (1.24) la convierte
en una identidad, entonces es evidente que ella satisface también
a la condicién (1.23) y, derivando la identidad (1.24), obtenemos

que y=y(x) convierte también en identidad la ecuacion (1.22).
Construyamos la quebrada de Euler y=y,(x) que parte del

punto (xy, Y,) con un paso h,,:ﬂn- en el segmento x, << x < x, -+ H,

n es un entero positivo (en forma completamente analoga se de-
muestra la existencia de solucion en el segmento x,—H << x<C x).
La quebrada de Euler que pasa por el punto (¥, y,) no puede
salir de la regién D para x,<<x<{x,+ H (o bien xy —H << x<C xp),
ya que el coeficiente angular de cada segmento de la quebrada es
menor que M en valor absoluto.

La demostracién subsiguiente del teorema la dividiremos en
tres etapas:

1) La sucesion y,=y,(x) es uniformemente convergente.
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2) La funcion y(x)=Ilimy, (x) es la solucién de la ecuacion in-
n-» o«

tegral (1.24). _
3) La solucion y(x) de la ecuacién (1.24) es dnica.
Demostracion de 1). Por definicion de la quebrada de
Euler

Yn () =[xy, 9p) para 4, <x<wppq, =0, 1, ..., n—1
(en el punto angular x, se toma la derivada derecha), o
Yn W) =F(x, g, D+ [f (o g —F (6, 9, ()] (1.25
denotemos
FXe ) —T (x, Y (X)) =n, (x).

En virtud de la continuidad uniforme de la funcién f(x, )
en D, obtenemos

] UM (X) l = ] f (xk' yk)_f(xv Yn (X)) I < € (1 26)
si n> N (e,), donde ¢, — 0 cuando n — oo, puesto que [ x—x, | <A,
Y Y=y, ()| < Mh,, donde h, :% — 0 para n — oo.

Integrando (1.25) con respecto a x entre los limites desde x,
hasta x, y teniendo en cuenta que y, (x,) =y, obtenemos

ba =0+ {716 ga ()t 4§, () at. (1.27)

Aqui n puede tomar cualquier valor entero positivo; por lo tanto,
para un entero m > 0,

Yosm V=01 [ o (N1 +§ i (d2. (1.28)

Restando (1.27) miembro a miembro de (1.28) y tomando el moé-
dulo de la diferencia, obtenemos

X

[nm ) =9, ) = | S (s g rm)—F (2, 5, (1)) dt +

Xo

+ { nm (dt =, at|<

X

<1t tsm ) —F 2, 4, )| dt +

o

4§ 1m0l e+ § i, (141,
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si X, <<x<<x,+ H 6, tomando en cuenta (1.26) y la condicion de
Lipschitz:

s m (X) — YOI Sw,,m(t) — ()| AL+ (Epymt-e,) - H.

Xo
Por lo tanto,
max Hlyn+m(x)_yn (X)l<

Xo < X K Xo

< N max S lyn-un (t)_yn (t) l dt+(€’n+m+ Bn)'H’

Xo

de donde
ﬁ qmax ,yll+m(x)——yn - l<(9"‘m_1-&")H<6
- H

para todo e > 0y para un ntimero suficientemente grande n > N, (g).
De este modo,

max l!/n+m(x)_yn(x)l <8
Xo < X< xo+ H

para n > N, (g), es decir, la sucesidon de funciones continuas y,(x)
es uniformemente convergente en x,<{x<Cx,+ H:

Y, (¥) =y (v),

donde y(x) es una funcién continua.
Demostracion de 2) Pasemos al limite en la ecuacién
(1.27) cuando n — oo

X

lim y,(x) =y, + lim Sf(x, Y, (x))dx+ lim Sl],, (x)dx

n—>x

o bien

Xo

y(x)=yo+ lin{ Sf(x, Y, (x))dx+ lim Sn,, (x)dx. (1.29)

En virtud de la convergencia uniforme de y,(v) a y(x) y de la
continuidad uniforme de la funcién f(x, y) en D, la sucesién

F g (0) =2 F(x, g (1))
En efecto, _
|/:(X, U(X))—f(x, !/u (’\‘))!< €,
donde &> 0. si [y () —y, ()| <28 () pero |y (¥)—y, (x}] < §(e)
si n> N, (6(e)) para todas las x del segmento v, <<x<{v,+H

De este modo, |f(x, y(x)) —f (v, y.(x)| <e para a> N (5 (€)),
donde N, no depende de .
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En base a la convergencia uniforme de la sucesion f(x, y,(x))

a f(x, y(x), en (1.29) es posible el paso al limite dentro del signo
de integral. Tomando en cuenta, ademas que |n,(x)|<¢,, donde

¢, — 0 cuando n — oo, obtenemos en definitiva en (1.29):

X

W =yo+ § fx, g(x)dx.

Xo

De esta manera, y(x) satisface a la ecuacién (1.24).

Demostracion de 3). Supongamos la existencia de dos so-
luciones distintas y; (x) e y,(x) de la ecuacion (1.24). Entonces

max [ 41 (%) =g, (¥)] = 0.

Xo < X< X+

Restando miembro a miembro de la identidad

W) =yo+ §F(x, 4y (x)dx

Xo

la identidad

a0 =o+§ F (x, 42 (0) dlx,
se obtiene '
n® =50 =[x, 5 () —F @, g, ()] dv.
Por lo tanto, '
max |y (x) —y, (V)| =
+H

X< X< Xy
x

CUF G 1) —F (x, go ()] dx

Xo

= max
. X< x K xg+ H

<

x

17 (e i) —F(x, g ()] dx

Xo

< max
Xo< XX+ H

Aplicando la condicién de Lipschitz, tendremos

X

max |1 ()=, (9| <N max,H]§1y1(.v)—y2<x>ldx

Ko< X< X + X< XS X1 .
‘0
X

de

Xo

SN max g (0~ (9] max

Xo< X< xo-+ Xo<x<xo+H

=NH max |y, (x)—y,(x)|.
+H

X< X< Xy

<
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La desigualdad obtenida
max |y (0 =g ()|<NH - max Jy ()—y, (9] (1.30)

Xo< X< X9+ H . Xo< X< Xo -

es contradictoria si max |y, (x)—y, (x)]| =0, puesto que por
H

Xo < x L X+
la hipotesis del teorema H < LN , y de (1.30) se deduce que NH=>1.
La contradiccion cesa solo si

max |y (x) —y,(x)| =0,
XL x <X+ H
es decir, si y; () =y, (x) para x,<{x<{x,+ H.

Observacidon 1. La existencia de la solucion de la ecuacion
(1.22) se podria demostrar de otra manera sélo suponiendo que la
funcién f(x, y) es continua (sin la condicién de Lipschitz); sin
embargo, la sola continuidad de esta funcién no es suficiente para
demostrar la unicidad de la solucion.

Observacion 2. La existencia y la unicidad de la solucion
y=y(x) se han demostrado sélo en el segmento x,—H < x<x,+ H;
no obstante, tomando el punto (x,+H, y(x,--H)) como inicial,
se puede repetir el razonamiento anterior y continuar la solucion
en un segmento mas de longitud H,, si, claro esta, en un entorno
del nuevo punto inicial se cumplen las condiciones del teorema de
existencia y unicidad de la solucién. Prosiguiendo este proceso,
en ciertos casos se puede continuar la solucion en todo el semieje
X=X, o aun en todo el eje — oo <C x < o0, si se contintia la so-
lucion también en el sentido negativo del eje x. Sin embargo, son
posibles también otros casos, a(n cuando la funcién f(x, y) esté
determinada para valores cualesquiera de x e y.

Es posible que la curva integral no pueda ser continuada debido
al acercamiento a un punto donde no se cumplen las condiciones
del teorema de existencia y unicidad de la solucién, o a que la
curva integral se aproxima a una asintota paralela al eje Oy.

Estas posibilidades se ilustran con los ejemplos siguientes:

1) g}% == —% y (0)=1. Separando variables e integrando, obtenemos

Ryr=c, y=+ VIE—x, c=1, y=V 1—2=.
La solucién no se puede continuar fuera de los limites del intervalo —li<x<]1.
En los puntos frontera (—1, 0) y (I, 0) el segundo miembro de la ecuacién
Z—i: — X es discontinuo. Las condiciones del teorema de existencia y unicidad
de la solucién no se cumplen (fig. 1.16).

2) Z—izyz, y (1)=1. Separando variables e integrando, se obtiene
1 1

o TR Y=

y=—

’
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y la curva integral puede ser continuada sélo hasta la asintota x=2(— w0 <x<2)
fig. 1.17).

En la actualidad los teoremas de existencia y unicidad de las
soluciones no sélo de ecuaciones diferenciales, sino {ambién de
ecuaciones de otros tipos, se demuestran muy frecuentemente por
el método de los puntos fijos. Uno
de los teoremas mas sencillos sobre

puntos fijos es el principio de las Y
transformaciones de contraccion *).
9
—__“‘
(100 ¢ (10 = 0 €
Fig. 1.16 Fig. 1.17

Principio de las transformaciones de contraccion. Si en
un espacio métrico **) completo ***) M estd dado un operador A,
que satisface las siguienfes condiciones:

1) el operador A transforma los puntos del espacio M en puntos
del mismo espacio: si y€ M, entonces A [y] € M;

2) el operador A acerca los puntos; mds exactamente,

p(Alyl, Alz]) <oap(y, 2),

donde y y z son puntos cualesquiera del espacio M; a < | Yy no
depende de la eleccion de y y de z; p(y, z) es la distancia entre

*) También llamado principio de Cacciopolli-Banach (N. del Red.)

**) El espacio M se llama métrico, si en éste esti definida una funcion
p(y, 2) de un par de puntos de dicho espacio que satisface, para puntos arbi-
trarios y, z y u de éste, las condiciones;

1) py, 2)220; ademas p(y, y)=0, y p(y, 2)=0 implica y=2z;

2) ey, 2)=p(z, y);

- 3) ey, 2)<<ply, u)y+p(u, 2) (desigualdad triangular). La funcién p se
llama distancia en el espacio M. Cgoae A

***) El espacio métrico M se llama completo, si cada sucesién fundamengal
de puntos del espacio M converge en éste. Recuérdese que la sucesién
Y1, Yoo -ovs Yn, ... se llama fundamental si para cada ¢ > 0 existe un niimero
N (e) tal que para n= N (e) la distancia p (4, yp+m) < ¢ para cualquier nfimero
entero m > 0.
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los puntos yyzenel espacw M, entonces existe un unico punto
" fijo y del espacio M, A(yl=y. Este punto se puede hallar por el
" método de las aproximaciones sucesivas, es decir, y= limy,, donde

n—-«
Yyo=Aly,_1](n=1, 2, ...); el punto y, se escoge arbitrariamente
en el espacio M.
Demostracion. Demostremos que la sucesion
yov yl’ y27 R ] yn’ et
es fundamental. Valoremos la distancia entre los términos vecinos
de esta sucesién:

0 (Ysr Y1) =p (A [!/1] [yo])<ap Yi: Yo
p (43> yz)fp(A (4.), A lyll)<ao (yz, y1) <@ (Y1, Yo),

......... 1.31
p(yrz+17 yn p(A [yn] [yn-]])< ) g ( )
< C(p (yn’ yn—l) a” p (yl’ yO)

........................

Aplicando ahoram — 1 veces la desigualdad triangular y utilizando
las desigualdades (1.31), obtenemos

(ym ynJ—m)<p(ym yn+1) yn+1’ yn+2)+
. +p (yn+m—l7 yn+m) < [an + ontl- .“ . -+ ontms 1] Y (yl’ y0)=

Mt —o

2—1_a— o (4, yo)< p(yl, Yo) < &

para un n suficientemente grande. Por lo tanto, la sucesién y,, ¥,
Ysy -.-» Y,, ... es fundamental y, como el espacio M es completo,
converge hacia un cierto elemento de ese mismo espacio:

limy,=y, y€ M.

Demostremos ahora que y es un punto fijo. Sea A [y] =;. Apli-
cando dos veces la desigualdad triangular, se obtiene

p (y’ -,l/) <p (y' yu) _:_p (yn’ yrH-l) + Y (yn+1v :l;)
Para cualquier & > 0 se puede escoger un N (g) tal que para n=N (e):
1) 0¥ y.) <=, puesto que y= lim y,;

n—wo

2) 0 Ws Ynsr) < ?’ ya que la sucesion y, es fundamental;

3) 0 Wue D=0(A[), Alg) <o, Y <5, de donde

o (Y, ;) < &, donde & se puede escoger tan pequefio como se quiera.
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Por lo tanto, -
p(!jr .;/):0 € y:.’;’ A [57] :‘:!;'

Queda por demostrar que el punto iijog es Unico. Si existiera
otro punto fijo z, entonces seria p(A[y], A[z])=p (Y, 2), lo que
contradice a la condicidén 2) del teorema.

Apliquemos el principio de las transformaciones de contraccién
a la demostracion del teorema de existencia y unicidad de la solu-

cidn y (x) (xo—ho < x << x,+ hy) de la ecuacion diferencial %—:f(x, Y)
que satisface la condicidon y(vy) =y, bajo la condicién de que en
la region D:
Xg—a<KXK X+ 8, Yo—b<y<y, b
la funcién f sea continua y, por lo tanto, acotada, |f|<{ M, y satis-
faga la condicién de Lipschitz
”(x: y)_f(x’ Z)|<N|y—2l.

, . b . .
El nimero k, es hy<Cmin (a, M’) , 'y sera escogido con mayor exac-

titud méas adelante.

Consideremos el espacio métrico completo C, cuyos puntos son
todas las posibles funciones continuas y (x), definidas en el segmento
Xo—hy << X< xq+hy, ¥ cuyas graficas se encuentran en D. La dis-
tancia se define por la igualdad

Py, 2)=max |y—z|,
donde el maximo se escoge para todas las x del segmento
Xo—hy <Kx < Xy -+ Ay
Este espacio se considera con frecuencia en diferentes problemas
del analisis matemético, y recibe el nombre de espacio de conver-
gencia uniforme, ya que la convergencia en el sentido de la métrica
de dicho espacio es la convergencia uniforme.
. . r . . d .
Sustituyamos la ecuacién diferencial d—izf(x, y) con la condi-
cion inicial y(xy) =y, por la ecuacion integral equivalente

X

Y=Y+ S fx, y)dx. (1.24)

Consideremos el operador

Al =yo+ {F(x, o) () dx,

Xo
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que pone en correspondencia a cada funcion continua y(x), dada en
el segmento x,—h,<<x<{x,--h, y que no sale de D, la funcién
continua A [y], definida en ese mismo segmento y cuya grafica
X

§ 7 (x, ppax

Xo

< Mhy<Cb. El operador

tampoco sale de D, puesto que

Aly], por lo tanto, satisface a la condicién 1) del principio de las
transformaciones de contraccidn.

Con esta notacién, la ecuacion (1.24) se escribe en la forma
y=A[y]. por consiguiente, para la demostracion del teorema de
existencia y unicidad, queda por demostrar la existencia en el espa-
cio C de un punto fijo Gnico y(x) del operador A, puesto que en
este caso tendremos y=A[y] vy la ecuacion (1.24) sera satisfecha.

Para la demostracion del teorema queda por comprobar si el
operador A satisface o no la condicion 2) del principio de las trans-
formaciones de contraccion:

p(Aly], Al2) <ap(y, 2), a <1,
donde

(17 p—Fix, 2))dx

Xo

0(A[y], A[z])=max

Aplicando la desigualdad de Lipschitz, se obtiene

X

§ly—z]dx

Xo

p(Aly), A[z])<<N max <

X

de

Xo

< N max|y—z|max = Nhymax |y—z| = Nhyp (y, 2).

Tomando %, de manera que Nh,<{ o < 1, se logra que el operador A
satisfaga la condicién

p(Afy), Alz)<op(y, 2), a < 1.

De este modo, seglin el principio de las transformaciones de
contraccion, existe un puntén fijo tnico y(x) del operador A o, lo
que es lo mismo, una solucion continua unica de la ecuacién (1.24),
la cual puede ser hallada por el método de las aproximaciones
sucesivas.

De manera completamente analoga se puede demostrar el teorema
de existencia y unicidad de la solucion g (x), ¥, (%), ..., Y, (¥) del
sistema de ecuaciones
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dy; .
Yo b g Yo o b BB =t (=1, 2, . 1) (139

o bien
X

Y=o+ S Yoy U <oy g)dx (=1, 2, ..., n)  (1.33)

Xo
suponiendo que en la regién D, definida por las desigualdades
Xo—ASIX<SXp--a, Yo— b, <y; <yiot+b, (i=1,2, ..., n),

los segundos miembros de las ecuaciones (1.32) satisfacen las con-
diciones:

1) todas las funciones f,(x, yy, 45 -.., y,) (i=1, 2, ..., n) son
continuas y, por lo tanto, acotadas, |f;| <<M,;

2) todas las funciones f;(i=1, 2, ..., n) satisfacen la condicién
de Lipschitz:

lfi(x’ Yi» Yas oo o yn)_fi(x’ U ZIIEERY 2:1)l<NiZIlyi—zfl'

Un punto en el espacio C sera ahora un sistema de n funciones
continuas (Y, Y,, - - ., 4,) 0 sea, una funcion vectorial n-dimensional
Y (x) de coordenadas y,(x), y,(x), ..., y,(x), definida en el seg-
mento Xo—hy <X xo -+ hy, donde hy<<min{a, 4, ..., [;—V"’ y sera
escogido méas adelante con mayor exactitud. La distancia en el
espacio C se define por la igualdad

o (Y (x), Z(x)= z max |y, —z;],

donde 24, 2, ..., 2, son las coordenadas de la funcién vectorial Z (x).

No es dificil comprobar que con esta definicion de la distancia
el conjunto C de funciones vectoriales n-dimensionales Y (x) se
transforma en un espacio métrico completo. El operador A se define
por la igualdad

X

A[Y]=<!J‘;0+Sf1(x, Y Yar ooy Yp)dx,

Xo
x

!/20+Sf2(x’ Yir Yo - -5 Yp)dx, ..-,yhoJran(x, Y1 Yo ~--,yn)dx>,

Xo Xo

o sea, que al actuar dicho operador sobre el punto (y;, s, --., y,),
se obtiene un punto del mismo espacio C de coordenadas iguales
a los segundos miembros del sistema (1.33).

El punto A[Y] pertenece al espacio C, puesto que todas sus
coordenadas son funciones continuas que no salen de la regién D,
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si las coordenadas de la funcidén vectorial Y tampoco salen
de D.
En efecto,

X

Sfi(x’ !/1, yz, ey y,,)dx

Xy

X

de

Xo

<M

< Mhy<b,,

y, por lo tanto, |y;—y,| << 0.
Queda por combrobar el cumplimiento de la condicién 2) del
principio de las transformaciones de contraccion:

o(A[Y], A[Z]) =

X

S[f; (X, Y1, yzv L] yn)_fi(x’ 21, 2y cee, 2,,)] dx

Xo

n

= Y max

<

VIR g0 o s g —Ti(6 21 200 ey 2)]d| <

n n
< N Y max|y;—z;| X max
i=1

i=1

Por lo tanto, si escogemos Il“g%’ donde 0 << & <Z 1, o bien

Nnhy,<a <1, la condicion 2) del principio de las transformaciones

de contraccién se cumple, y existe un punto fijo Y 1nico, el cual
se puede hallar por el método de las aproximaciones sucesivas.

Pero la condicién Y ==y, [Y], por definicién del operador A, es
equivalente a las identidades

gl'Eyio";_Sfi(x’ !_/115-/‘2’ "'v—éu)dx (l:]v 2! MR n)v

Xo

donde y;(i-=1, 2, ..., n) son las coordenadas de la funcion

vectorial Y, o sea que Y es la Ginica solucién del sistema (1.33).

Ejemplo 1. Hallar algunas aproximaciones sucesivas Y, y», y3 de la
solucion de la ecuacién
‘%.—:xz—l—y‘z; y(0)=0, —l<rx<l], —l<y<l,

X

yzg(x%tyz)dx, hy = min (l, ‘l\:-}—.
0 )2
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Haciendo y, (x) =0, obtenemos

X
%3 x5 x3 X
24, __ v _ 2L = =l
xdx—s, yg_S<x {—9>dx 3 T3
0

X
i‘
0
~ 3 7 \2 3 7 948 8
— 2 (XX _ X LA
Ys S["*(3*63”‘1"—3T63<1+33+945 .
0

Ejemplo 2. ¢Bajo qué limitaciones la ecuacion lineal
d
TAp () y=F(x)

satisface las condiciones del teorema de existencia y unicidad?

Para el cumplimiento de la primera condicion del teorema es suficiente
que en el segmento considerado de variacion de x, a; << x<Ca,, las funciones
p{x) y f(x) sean continuas. En ecste caso se cumplird también la segunda
condicién del teorema de existencia y unicidad, ya que la derivada parcial

dy

respecto a y del segundo miembro de la ecuacién a:——p(x)y—}—f(x) es igual

a —p(x) y, como consecuencia de la continuidad de la funcién p(x) en el
segmento a; <<x<Ca,, estd acotada en valor absoluto (véase la pag. 44). De
este modo, si p(x) y f(x) son continuas en el segmento a << x<a,, entonces
por cada punto (xy, ¥,), donde a; < x, < a, € y, es arbitrario, pasa una curva
integral finica de la ecuacién lineal considerada.

Teorema 1.2 (Sobre la dependencia continua de la solu-
cion con respecto al pardmetro y a los valores iniciales).
Si el segundo miembro de la ecuacion diferencial

Y_fx, g W (1.34)

es continuo en p para ny<< W< M, Y satisface las condiciones del
teorema de existencia y unicidad, y la constante de Lipschitz N no
depende de ., entonces la solucion y(x, p) de la ecuacién conside-
rada que satisface la condicion y(x))=y, depende en forma
continua de p.

Construyamos las quebradas de Euler y,=uy,(x, n), que son
funciones continuas en p. Repitiendo los razonamientos de las
pags. 45—47, obtenemos que la sucesién y,(x, w) converge uni-
formemente no sélo respecto a x, sino también respecto a p para
X< X<xy+H, pe<p<{p,y, puesto que N y H no dependen
de u, si H<min<a, T 71,—), donde MZ=|f(x, y, wn)|. Por
consiguiente, la solucién y =y (x, u) de la ecuacién

y=yo+ fx, g, wax, (1.35)

Xo
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que es el limite de la sucesion y,(x, p), es continua no sélo
en x, sino también en .

Observacidén. Si se aplica a la ecuacién (1.35) el método
de las aproximaciones sucesivas, entonces las aproximaciones
y=y,(x, p), que son funciones continuas en x y p, convergen

uniformemente a la solucién y(x, p) de la ecuacién (1.35) (puesto
que a=Nh <1 no depende de p). Por lo tanto, también por
este método se puede demostrar la dependencia continua de la
solucién con respecto a x y a p.

Evidentemente, esta demostracién no varia nada si el segundo
miembro de la ecuacién (1.34) es funcién continua de varios
parametros, suponiendo, claro esta, que la constante de Lipschitz N
no depende de éstos.

7
My )=~
>z
/) ~
(Zy-Zp)< o(e &)
(4,~F,)<0(e ]

Fig. 1.18

Por este mismo método, en condiciones analogas, se podria
demostrar la dependencia continua de la solucidn y(x, x,, y,) de

la ecuacién a%:f(x, y) con respecto a las condiciones iniciales

X, € Yo; en este caso s6lo habria que disminuir un tanto Ay, ya
que en caso contrario las soluciones, definidas por condiciones
iniciales cercanas a x, e y,, podrian salir de la region D ya
para valores de x que se encuentren en el intervalo x,—h, < x <
< Xo-+ .

Sin embargo, es mas fécil reducir, por sustitucion de variables,
el problema de la dependencia de la solucién de las condiciones
iniciales al caso ya considerado més arriba de la dependencia de
la solucién de los parametros contenidos en el segundo miembro
de la ecuacion (1.34). En efecto, haciendo z=y(x, x;, ¥Yo)—Yo»

.. d
t =x—x,, transformamos la ecuacion Ei—i:f(x, y) con condicion

inicial y(xy) =y, en Z—tz———f(t—i—xo, z-+y,), 2(0)=0. A esta ecuacion

ya se le puede aplicar el teorema de la dependencia continua de
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la solucion respecto a los parametros x, e y, si la funcién [ es
continua y satisface la condicion de Lipschitz.

Por medio de estos mismos métodos pueden ser demostrados
teoremas analogos para los sistemas de ecuaciones.

Obsérvese que la dependencia continua de la solucién y(x, x4, Yo,
X, << x<b (o bien bC{x<Cx,) de las condiciones iniciales x, € Yy,
significa que para todo & >0 existe un 8(¢, &) >0 tal que de las
desigualdades

"\'0’—'-\;0 [ < b(e, b Y ‘yo‘—!,_/: / ~ O (e, b)
se deduce la desigualdad

\y(x X, yo)—-y;(,v, Yo 1'_,\)l<s (1.36)
para x,<C{x<b (fig. 1.18).

Al aumentar b, disminuye, en general, 8§ (g, b), y puede tender
a cero cuando ) — oco. Por eso, no siempre es posible escoger un
numero () >0 para el cual se satisfaga la desigualdad (1.36)
para todas las x >, es decir que no siempre las soluciones
cercanas en las condiciones iniciales permanecen cercanas para
valores arbitrariamente grandes del argumento.

La solucion que varia poco al variar las condiciones iniciales
en forma arbitraria, pero suficientemente pequefia, para valores
del argumento arbitrariamente grandes, se llama estable. Para mas
detalles sobre las soluciones estables, véase el cap. 4.

Teorema 1.3 (sobre la dependencia analitica de la solu~
cion con respecto al pardmetro, teorena de Poincaré). La
solucién x(t, n) de la ecuacion diferencial x =f(t, x, p) que
satisface la condicion x(t,) = x,, depende analiticamente del pard-
metro w en un entorno del valor p=p,, si la funcion f en la
region dada de wvariacion de t y de x y en cierto entorno del
punto w,, es continua en t y depende analiticamente de p y de x.

Una afirmacion anéloga tiene lugar también para el sistema
de ecuaciones

X (O =F:(t, X1y Xgr «ovy X B) (i=1,2, ..., n).

En este caso se presupone que las funciones f; son continuas en
el primer argumento y dependen analiticamente de los argumentos
restantes.

No daremos una demostracién detallada de este teorema, asi
como de otros teoremas que exigen la aplicacién de la teoria de
las funciones analiticas. Recomendamos al lector el articulo de
A. N. Tijonov, que contiene la demostracion mas sencilla del
teorema sobre la dependencia analitica de la solucién con respecto
al parametro.
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La idea de la demostracion de A. N. Tijonov se reduce a lo siguiente:
considerando que p puede tomar también valores complejos, se demuestra la

Ax(t, 1) Ox
existencia del limite lim —~—---"=_— 1o
ap—o0  Ap ou

soluciéon depende analiticamente de p. La existencia de este limite se deduce

cual significa precisamente que la

A x
del hecho que la razén ZUE satisface la ecuacién diferencial lineal

d A [l x(, 48w, p+Aw—F (t x(t W), p--Aw) A,x (4 W)

dr Ap Ax () Au
P x (8 W), n+Ap)-—f (¢, x (), p) Ayx _
+ Ap AR =gy

cuya solucién es finica y, al tender el incremento Ap de cualquier modo a cero,
tiende a la solucion tinica de la ecuacién

dz 3, af B
W—&Zﬁ-a, Z(to)—o

Teorema 1.4 (sobre la derivabilidad de las soiuciones).
Si en un entorno del punto (x,, y,) la funcién f(x, y) tiene derivadas
continuas hasta de k-ésimo orden inclusive, la solucién y(x) de la
ecuacion

dy
Y oe=f(x, ) (1.37)

que satisface la condicion inicial y(xo)=y, tendrd derivadas con-
tinuas hasta de (k- 1)-ésimo orden inclusive en cierto entorno del
punto (xo, Yo)-

Demostracion. Sustituyendo y(x) en la ecuacién (1.37),
obtenemos la identidad

) (1.37,)

Por lo tanto, la solucién y(x) tiene la derivada continua f(x, y(x))
en un entorno del punto considerado. Entonces, debido a la
existencia de derivadas continuas de la funcién f, existira la
derivada segunda continua de la solucién

d*y _Of . ofdy _of | of
Eg—a'l‘a?a'—'$+@f(xv y(x))

Si &> 1, entonces, en virtud de la existencia de las derivadas
continuas de segundo orden de la funcién f, se puede, derivando
nuevamente la identidad (1.37,), obtener la existencia y la
continuidad de la tercera derivada de la solucién

dy 0 | o 0 Iu_ajf_ . af<af . of f)

@ “ow T aray! Vol oy o tay
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Repitiendo este procedimiendo % veces, se demuestra el teorema.
Consideremos ahora los puntos (x, y,) en cierto entorno de

.. .. d
los cuales no existe la solucion de la ecuactonézf(x, Y) que sa-

tisface la condicién y(x,)=y, o existe pero no es fnica. Estos
puntos se llaman puntos singulares.

La curva formada enteramente por puntos singulares se llama
singular. Si la grafica de cierta solucion estd formada enteramente
por puntos singulares, dicha 7
solucion se llama singular.

!
Zi k
Z

Fig. 1.19 Fig. 1.20

Para hallar los puntos singulares o las curvas singulares, hay
que encontrar ante todo el conjunto de puntos en los cuales no se
cumplen las condiciones del teorema de existencia y unicidad de
la solucién, puesto que sélo entre dichos puntos pueden haber
singulares. Naturalmente, no cada punto en el cual no se cumplen
las condiciones de dicho teorema es necesariamente singular, ya
que las condiciones del mismo son suficientes para la existencia
y unicidad de la solucién, pero no necesarias.

La primera condicién del teorema indicado (véase la pag. 43)
no se cumple en los puntos de discontinuidad de la funcidn
f(x, y). Ademés, si al acercarse por cualquier camino a cierto
punto aislado de discontinuidad (x,, y,), el médulo de la funcién
[ (x, y) crece indefinidamente, entonces en los problemas en que
las variables x e y son equivalentes, la ecuacidn %zf(x, Y),
como hemos convenido mas arriba, debe ser sustituida por
j—;=———f(xl, g Cuyo segundo miembro ya es continuo en el punto

(%o, 4o) si consideramos que m:o
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Por consiguiente, en los problemas en que las variables x e y
son equivalentes, la primera condicién del teorema de existencia
y unicidad no se cumple en los puntos en que las funciones

1 . .
Fl, )y oy Son discontinuas.

Con particular frecuencia nos encontramos con ecuaciones de

la forma
dy _M(x, y)
dx N, y)°

donde las funciones M(x, y) y N(x, y) son continuas. En este
M@y Ny
Nx, y) 7 M(x p)
continuas s6lo en los puntos (x,, y,) en los cuales M (x,, Yo) =
= N (% Y)=0 y no existan los limites

lim M (x, v)
X > X N(x' y)
Y Yo

(1.38)

caso, las funciones seran simultaneamente dis-

. N(x, y)
lim .
x>, M (6 Y)
Y—>Y

Veamos algunos puntos singulares tipicos de la ecuacién (1.38).

Ejemplo 3.

dy _2y
dx  x °

El segundo miembro de la ecuacién dada, y el de la ecuacién ‘;—::2% son
discontinuos en el punto x=0, y=0. Integrando, obtenemos y=cx2, que es
una familia de parabolas (fig. 1.19), y x=0. En el origen de coordenadas
tenemos un punto singular, llamado nudo.

Ejemplo 4
__ 4
dx x
El segundo miembro de la ecuacion dada, y el de la ecuacién Z—;:~%

son discontinuos en el punto x=0, y=0. Integrando, obtenemos y = %, que

es una familia de hipérbolas (fig. 1.20), y la recta x=0. En el origen de
coordenadas se tiene un punto singular, llamado montura.

Ejemplo 5.
dy _x+y
dx x—y’
. i .. dx x—y
El segundo miembro de esta ecuacidn, y el de la ecuacion —= son
dy x+y

discontinuos en el punto x=0, y=0. Integrando la ecuacion homogénea
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considerada (compérese con el ejemplo 3 de la pag. 39 ), obtenemos

arctg Z

o, en coordenadas polares, p=ce?, que son espirales logaritmicas (fig. 1.21). Un
punto singular de este tipo se llama foco.

Ejemplo 6.
dy_ _x
dx~ gy
. .. L. dx y
El segundo miembro de esta ecuacion y el de la ecuacién Frimites son
discontinuos en el punto x=0, y=0. Integrando, obtenemos x24y2=c2, que
.4
4
z
- z
Fig. 1.21 Fig. 1.22

es una familia de circunferencias con centro en el origen de coordenadas (fig.
1.22). Este tipo de punto singular, o sea, un punio singular cuyo entorno esta
cubjerto por una familia de curvas integrales cerradas, se llama centro. En este
ejemplo no existe ninguna solucién que satisfaga la condicion y (0)=0.

El problema de los puntos singulares y de su clasificacion sera
enfocado desde un punto de vista un tanto diferente en el capi-
tulo 4.

La segunda condicién del teorema 1.1 de existencia y unicidad
de la solucion: la condicion de Lipschitz, o la condicién mas

of

grosera de la existencia de la derivada parcial acotada 3 con

. 0 .
mayor frecuencia no se cumple en los puntos en que 55 crece inde-

finidamente al aproximarse a ellos, o sea, en los puntos donde

1
E-:O.

3y
g 1 . .
La ecuacién Ff——_-O, en general, define cierta curva, en cuyos

dy
puntos puede no tener lugar la unicidad. Si en los puntos de esta
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curva la unicidad se viola, entonces la curva sera singular. Si,
ademds, esta curva es integral, obtendremos una curva integral
singular.

Fig. 1.23

. 1 .
Es posible que la curva oF = 0 tenga varias ramas; entonces para
dy
cada una de ellas hay que resolver el problema de si esta rama
es una curva singular, o bien una curva integral, o no.

Ejemplo 7. ¢Tiene solucion singular la ecuzcion Eyc_—-yz—(—ﬂ?
[.as condiciones del teorema de existencia y unicidad se cumplen en un en-
torno de cualquier punto; por lo tanto, no hay solucién singulat.

Ejemplo 8 (Tiene solucién singular la ecuacion Z—;yc:.: V(!,_x)2+5?

El segundo miembro es continuo, pero la derivada parcial g_fzé(y —x)—z
Y
crece indefinidamente al aproximarse a la recta y==x: por lo tanto, en dicha
recta puede no cumplirse la unicidad. Sin embargo, la funcién y—=x no satis-
face la ecuacién considerada v, por consiguiente, no hay solucién singular.
. . i ody g g
Ejemplo 9. ¢Tiene solucién singular la ecuacion = l/(y~x)2+1?
Al igual que en el ejemplo anterior, la ecuacion o—lf:O tiene la forma

dy
y=x, pero esta vez la funcién y=ux satisface la ecuacion dada. Queda por
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aclarar si se viola o no la unicidad en los puntos de esta recta. Mediante la
sustitucién de variables z=y—x, se reduce la ecuacién inicial a una ecuacién
de variables separables, luego de lo cual hallamos sin dificultad la solucién:
(x—c)p?
27

de la solucién y=x (fig. 1.23). Por consiguiente, en cada punto de la recta
y=1x la unicidad se viola, y la funcién y=x es una solucién singular.

Este ejemplo demuestra que la sola continuidad del segundo miembro de
la ecuacion

y—x= . Las curvas de esta familia pasan por los puntos de la grafica

‘%=f(x, ), ¥ (x0) =Yo,

no es suficiente para la unicidad de la solucién del problema inicial fundamen-
tal; sin embargo, se puede demostrar que la existencia de la solucidén con ello
ya esta garantizada.

§ 7. METODOS APROXIMADOS DE INTEGRACION
DE LAS ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

En el paragrafo anterior ya hemos visto dos métodos aproxi-
mados de integracion de ecuaciones diferenciales: el método de
Euler y el método de las aproximaciones sucesivas. Sin embargo,
ambos métodos tienen insuficiencias sustanciales, por lo que son
relativamente poco utilizados en la practica del célculo apro-
Ximado.

Las virtudes de los métodos aproximados se valoran por la
exactitud de los resultados que éstos dan y por la simplicidad de
los calculos. Las insuficiencias del método de las aproximaciones
sucesivas son la relativamente lenta convergencia a la solucién
de las aproximaciones y la complejidad de los célculos. La insufi-
ciencia del meétodo de Euler es la poca exactitud, para elevar la
cual hay que tomar un paso 4 muy pequefio. Esto conduce a cal-
culos muy largos.

A propdsito, un pequefio perfeccionamiento del método de Euler,
el llamado emparejamiento (o iteracién), conduce ya a un esquema
de calculo bastante cémodo. Al aplicar el método de Euler con
emparejamiento, se divide el segmento x,<{x<(b, en el que hay

dy

que calcular la solucidén de la ecuacion a~f(x, Y) determinada

por la condicién y(xo) = y,, en partes iguales de longitud 4=

Denotando x4 kh=x,, y(x,+kh)=y,, v (X, kh)=y,, se calcula
Ye+1> St y, ya fue hallado, al principio por la férmula de Euler:

b—x,

Ypo1 =Y+ hy, 0 bien Ay, =y, ., —y,=hys, (1.39)

es decir, en el segmento x,+kh<x <Xy (k--1)h se sustituye la
curva integral que pasa por el punto (x,, y,) por un segmento
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de su tangente en ese mismo punto (véase la fig. 1.13, pag. 42).
Después se precisa el valor calculado y,.,, para lo cual se deter-
mina la derivada yj.y =f(Xz,1, Ypsy) Y se aplica nuevamente la
férmula de Euler (1.39), pero tomando en lugar de y; la media
aritmética de los valores calculados de las derivadas en los puntos
y;2+y;e+l

5 , es decir, se considera

frontera
Yosa = Y- b LT ERAL (1.40)

El valor nuevamente calculado y,,, nos permite calcular un nuevo

valor de la derivada: yj,, =f (X441, Yps1), después de lo cual se

vuelve a calcular la media aritmética de las derivadas ———-—yk+yk+‘ ,

y se aplica de nuevo la férmula (1.40)
!/k+1:!/k"|‘h !/k"}—2!/k+1 .

Este proceso se continiia hasta que coincidan, en los limites de
la exactitud dada, los resultados de dos calculos sucesivos de los
valores de y,.,. Luego, por el mismo método, se calcula y,,, etc.

El método de Euler con emparejamiento da en cada paso un
error de orden A®* y con frecuencia se aplica en la practica del
calculo. Sin embargo, con mucho mayor frecuencia se utilizan
métodos més exactos (como los de Stormer, Runge, Milne y otros),
basados en la sustitucion de la solucion buscada por varios miem-
bros de su desarrollo de Taylor .

" h”
yk+1%yk+hyk+—2-!yk+-. + v (1.41)

es decir, en la sustitucién de la curva integral buscada por una
parabola de n-ésimo grado, que tenga un contacto de orden n con
la curva integral en el punto x=x,, y=

La aplicacién directa de la férmula de Taylor (1.41) en cada
paso conduce a calculos complejos y no de un mismo tipo, por lo
que ésta se aplica cominmente sélo para calcular algunos valores
cercanos a x=x,, necesarios para la aplicacién de esquemas de
célculo mas cémodos. Entre éstos se debe mencionar ante todo
el método de Stormer, en el cual el calculo se realiza mediante
una de las siguientes férmulas, segiin el grado de la parabola
de aproximacion:

1

Yps1=Yp T G +7 Agy_1, (1.42)
1 5

Yes1=Yp - Gp T 5001+ 150740, (1.43)
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1 5 3
Yesr=Yr TG+ 5 A1+ 15 0% s + 5 A%, s, (1.44)

1 T .3 . 251
Y1 =Yp Tt 5 A1 T 5 8%k g A5 755 A% qs (1.49)

............................

G = Yuhs AQe 1 =G — 1, NGy =Ag, 1 —Ag,_,
A%qy 3= A s — A% 3, Ay = D3G5 — A%y,
Las férmulas de Stérmer pueden ser obtenidas mediante la in-
tegracion, desde x, hasta x,,,, de la indentidad y =/ (x, y(x)),
en la cual y(x) es la solucion buscada:

Xl 41
Yei1=Yp+ g f (e, y(x))dx,
X
y aplicando la formula de cuadratura, conocida del curso de ana-
lisis:
X4 1 5
S Px)dx~h [(Pk T APy 15 A%+
Xp;

3 251
g OBst 5 At ] (146)

Recordemos que esta formula de cuadratura se obtiene mediante
la sustitucion de la funcién subintegral ¢ (x) por un polinomio
de aproximacion seglin la férmula de interpolacion de Newton y
el calculo de las integrales de cada sumando.

La apreciacion del resto de la férmula de cuadratura (1.46)
muestra que el error en la formula (1.42) en un paso es de orden
h3; en la formula (1.43), de orden A*; en la (1.44), de orden A5
en la (1.45), de orden h%. Si se toma en cuenta que para varios
pasos los errores se pueden sumar, entonces para la apreciacién
del error en n pasos hay que multiplicar las apreciaciones obte-
nidas para un paso por nzb;x"
variacién del orden del error mencionado mas arriba.

Observacion. Se puede demostrar, por desarrollo directo
segin la férmula de Taylor en un entorno del punto x=ux,, que
el segundo miembro de la formula de Stérmer (1.42) coincide con
los tres primeros términos del desarrollo de y,., segin la férmula
de Taylor (1.41), con exactitud de hasta los términos que contie-
nen a h en potencias mayores que 2:

. R,
Yp Y+ 57 Yis (1.47)

, lo cual puede conducir a la
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el segundo miembro de la férmula siguiente de Stérmer (1.43),
con exactitud de hasta los términos que contienen a % en poten-
cias mayores que 3, coincide con
LR, B,
Y+ M- 57 Y- 57 U -

etc. Para la férmula (1.42), por ejemplo, obtenemos:

L] , P I
Y+ Ry b hAY—y = Y Y + 5 A (e —Yi-1), (1.48)
o0, desarrollando
Y1 =Y (X1
por la férmula de Taylor
’ ’ ” ' 1
Y (xp_1) =y (x,) —hy (xk)—r—ghzy

”r

(xp) + ...
y sustituyendo en (1.48), obtenemos:
o1 . P N R
Yethye Ty P We—Ye-0) = Yo T he 5 Ry — 7 PPy + .

por lo tanto, los tres primeros términos coinciden con los tres
términos del desarrollo segtin la formula de Taylor (1. 47).

Para comenzar el calculo por las férmulas de Stormer es nece-
sario conocer los valores de la funcién buscada no en uno, sino
en varios puntos (al aplicar la férmula (1.42), en dos puntos: x,
y x,-+h; al aplicar (1.43), en tres: x,, x,-+h y x,+ 2h, etc.).
Estos primeros valores pueden ser calculados por el método de
Euler con paso disminuido, o aplicando la férmula de Taylor
(1.41), o por el método de Runge expuesto brevemente mas abajo.

Tomemos, por ejemplo, la formula (1.44):

1 5 3
Y1 =Y+ e+ 5 A1+ 58% o+ 5 A% s,

y supongamos que, aparte del valor inicial dado y,, ya hemos
hallado g, y, e y;. Entonces se pueden calcular:
Go=f (X, Yo) s =1 (x1, Y1) 4,
g2 =1[(Xo, Yo) b, Gs=1[(x3, y3) h,
y, por lo tanto, también
AGy=q1—G0, Aq1=qy—¢q1, AGy==G5—q,,
A’qo=Aq,—Aq,, A’qy=Agy—Aq,, A%qy==A%q,—A%q,.
Ahora, mediante la férmula (1.44), calculamos el valor y, v,

conociendo éste, obtenemos g,, Ag;, A%q, y A%q,. Luego, por medio
de la misma férmula (1.44), calculamos y;, etc.
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Los resultados del célculo se anotan en Ia tabla siguiente, que
se va llenando gradualmente:

x y q Ag Azq Asq
) Yo 0 Ago A%q, + A3,
Xy Y 01 Ag, Azq,

X2 Ya q: Ag,

X3 Ys qs

X4

%5

Xe

Generalmente se exige calcular con una exactitud dada el valor
de la solucion buscada de la ecuacion diferencial en cierto punto
x=>b. Entonces surge de inmediato la pregunta: ¢cual de las for-
mulas de Stormer convendria utilizar y qué paso & garantiza
la exactitud de calculo exigida, sin ser demasiado pequefio para
que no conduzca a un exceso de operaciones? Los 6rdenes de los
errores para cada paso, indicados mas arriba, dan cierta idea sobre
la eleccion de la férmula con la que conviene realizar los célculos,
y sobre la eleccion del paso. Hay que tener en cuenta, claro esta,
que tras unos cuanfos pasos los errores pueden sumarse. Si el paso
h fue escogido correctamente, todas las diferencias en la tabla
deben variar uniformemente, y las 0ltimas diferencias en la for-
mula (1.44) deben influir sélo en las cifras de reserva. Un cambio
brusco de cierta diferencia demuestra que para el paso A escogido
pueden no considerarse algunas peculiaridades de la variacién de
la funcién en el segmento considerado, lo cual puede traer apare-
jado errores considerables en el calculo de y,, ;.

Sin embargo, todos estos razonamientos no son del todo segu-
ros, y valorizaciones mas exactas del error son muy complejas e
incémodas. Por eso a menudo se aplica el siguiente método practico
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y bastante efectivo: se escoge un paso 4, en base a los razonamien-
tos inexactos expuestos mas arriba; se realiza el calculo mediante

una de las férmulas de Stoérmer, con pasos A y %, y se com-

paran los resultados en los puntos comunes. Si dichos resultados
coinciden en los limites de la exactitud dada, entonces se considera
que el paso h asegura la exactitud de calculo dada. Si, en cambio,
los resultados no coinciden en los limites de la exactitud dada,
entonces se disminuye el paso a la mitad, se realizan los calculos

h h
con los pasos 5 Y 7 Y se comparan nuevamente los resultados, etc.
Es conveniente realizar en forma paralela los calculos con pasos
h . R .
h y <, para notar lo antes posible la no coincidencia de los resul-

tados, y no efectuar un trabajo innecesario. Este método de doble
computacién tiene ademéas la cualidad de que al aplicarlo se
excluyen casi por completo los errores en los calculos, puesto que
éstos, por regla general, son descubiertos al comparar los resultados

de los célculos con pasos A y % .

Para hallar varios valores iniciales y;, necesarios para el co-
mienzo de los célculos por el método de Stérmer, se puede reco-
mendar, aparte de los métodos sefialados mas arriba (método de
Euler con paso disminuido, con iteraciones o sin ellas, o método
de desarrollo segiin la férmula de Taylor), el método de Runge.

_ Segiin este método, para hallar y,,, hay que calcular cuatro
nameros:

m3=f<xk+%, !/k—f‘%), my=f (x,+h, y,-+msh), (1.49)
y entonces
ooa = e 5 (-t 22yl my). (1.50)

El método de Runge se aplica generalmente sélo para el calculo
de varios valores iniciales y;, ¥,, ..., necesarios para comenzar
los calculos por el método de Stormer; sin embargo, por este mé-
todo se pueden calcular también los demas valores. EI método de
Runge, al igual que el de Stérmer, se fundamenta en la aproxi-
macién de la curva integral buscada por una parabola osculatriz.

Si se compara el segundo miembro de la férmula de Runge
(1.50) con el desarrollo por la férmula de Taylor e

, 1 . 1 .. 1
yk+1=yk+ykh+§ykh2+§ykh3+ﬁy}eYh4+.-‘-5
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resulta que los términos con potencias menores de cinco coinciden.
Por eso, al calcular varios valores iniciales por el método de Runge,
con paso ulterior al cédlculo por medio del método de Stormer
segtin las formulas (1.42), (1.43) o (1.44), se puede realizar el cal-
culo con el mismo paso h. Si, en cambio, a continuacién se aplica
la férmula de Stormer (1.45), entonces el comienzo del calculo
por el método de Runge debe efectuarse con paso disminuido,
puesto que para un mismo paso la férmula (1.50) no garantiza la
misma exactitud de los célculos que la (1.45). A propédsito, con
frecuencia afin al aplicar la férmula de Stoérmer (1.43) y la (1.44),
el comienzo de los célculos se realiza de todos modos mediante la
férmula de Runge con paso disminuido, ya que incluso un pequefio
error en el calculo de los valores iniciales para la férmula de Stér-
mer puede disminuir bruscamente la exactitud de los calculos
ulteriores *).

Las méaquinas calculadoras modernas de accién discreta permiten
realizar los célculos indicados arriba por los métodos de Stérmer
o de Runge con excepcional rapidez (varias decenas y hasta centenas
de miles de operaciones por segundo). Ademés, el propio proceso
de programacién puede ser considerablemente simplificado por
medio de la aplicacién de programas standard, preparados para los
métodos de Stormer y de Runge. En este caso, para la integracion
aproximada de la ecuacion diferencial y' =f(x, y), y(x,) =y, hay
que confeccionar sélo el subprograma para el calculo de los valores
Yr=1[(%s, y,), e incluirlo en el programa standard.

Ejemplo.
y=x+p% y(0)=—1L
Hallar el valor y(0,5) con aproximacién de 0,01.
Aplicando el desarrollo segiin la f6rmula de Taylor

¥ W=y O+y ©x+ P LDE L

se calcula el valor de y(x) en los puntos x;=0,1 y x,=0,2:

y(0,1)=—0,9088 e y(0,2)=—0,8309
(o bien, en lugar de y(0,2), se calcula y (—0,1), lo cual es aiin mas preferible,
ya que el punto x;=—0,1 se encuentra mas cerca del punto inicial x,=0 que
el punto x,=0,2). Los valores subsiguientes se calculan por medio de la férmula

de Stérmer (1.43) con paso h=0,1, y los resultados del calculo se disponen en
una tabla (sin las diferencias A3g). Después de esto, o en forma paralela, se

realiza el céalculo con paso 3=0,05. Como resultado, se obtiene:
¥ (0,5) =~ —0,63.
*) Para una exposicion mas detallada de los métodos aproximados de inte-

gracion de las ecuaciones diferenciales, constiltese los libros de A. N. Krilov, de
I. S. Berezin y N. P. Zhidkov (véase la bibliografia recomendada).
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§ 8. TIPOS SIMPLES DE ECUACIONES NO RESUELTAS CON RESPECTO
A LA DERIVADA

La ecuacién diferencial de primer orden no resuelta con respecto
a la derivada, tiene la forma

F(x, y, y)=0. (1.51)

Si esta ecuacién puede ser resuelta con respecto a y’, se obtienen
una o varias ecuaciones

y=Ffx v @@=1,2 ...

Integrando estas ecuaciones, ya resueltas con respecto a la derivada,
se hallan las soluciones de la ecua- v
cién inicial (1.51).

Integremos, por ejemplo, la ecuacién
(Y')P—(x+yy +xy=0 (152
Resolviendo esta ecuacién, que es cuadra-
tica con respecto a y’, tendremos: y' =x

e y'=y. Integrando cada ecuacién obteni-
da, hallamos:

2
y:%—,’—c (1.53)
e
y—=ce*, (1.54) a| z

(fig. 1.24). Ambas familias de soluciones
satisfacen la ecuacion inicial.

Las curvas formadas por un arco de
curva integral de la familia (1.53) y un arco
de curva integral de la familia (1.54), si en
el punto comiin poseen una tangente coman,
seran también curvas integrales lisas de la
ecuacién (1.52). En la fig. 1.25 est4 represen-
tada curva integral de la ecuacién (1.52),
formada por las graficas de las soluciones

2

-1 +c = —w < x<<l, e
YTg e =gy, TR e Fig. 1.24
y=ce*, para c=e~1!, l<<x< o; enla
fig. 126 se muestra la curva integral de la ecuacién (1.52), formada por las

)

graficas de las soluciones y=%. si x<<0, e y=0si x> 0.
De esta manera, 1a ecuacion
Fx, y, y)=0 (1.51)
puede ser integrada resolviendo con respecto a y’ e integrando las
ecuaciones obtenidas y' =f;(x, y) (=1, 2, ...), ya resueltas con

respecto a la derivada.
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Sin embargo, raramente la ecuacidn (1.51) se resuelve de modo
sencillo con respecto a y’, y con menor frecuencia atin las ecuacio-
nes y' = f;(x, y), obtenidas después de la resolucién con respecto
a y’ se llegan a integrar facilmente. Por eso, a menudo hay que
integrar ecuaciones del tipo (1.51) por otros métodos. Consideremos
los siguientes casos.

I) La ecuacién (1.51) tiene la forma

F(y)=0, (1.59)

y ademas existe por lo menos una raiz real y =k;
de esta ecuacién.

-7

y=£

z%+7 ; z?
y="5" y y=Z
x4 / 7]
7/
7/
/
/
7/
" i oz y=0 z
V74 7 Y74
Fig. 1.25 Fig. 1.26

Como la ecuaciéon (1.55) no contiene a x ni a y, k; es constante.
Por lo tanto, integrando la ecuacién y’ =k;, obtenemos y = k;x+c,

o bien kizy:C . Pero k; es raiz de la ecuacién (1.55); por lo tanto,

F <y—§—c> =0 es integral de la ecuacién considerada.

Ejemplo I. ,
W) —@)P+y +3=0.
La integral de la ecuacién es

(=) - (5 5o

X X

2) La ecuacidn (1.51) tiene la forma
F(x, y)=0. (1.56)

Si esta ecuacidn es dificil de resolver con respecto a y’, enton-
ces es conveniente introducir un pardmetro ¢ y sustituir la ecua-
cién (1.56) por dos ecuaciones: x =g (f) e y’ =9 (¢). Ya que dy = y'dx,

€n este caso dy=Y (f)¢’' ({)dt, de donde yzg'\p(t)(p'(t)dt—l—c Y,
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por consiguiente, las curvas integrales de la ecuacién (1.56) se
determinan en forma paramétrica mediante las siguientes ecuaciones:

x=¢ (),
y={v@® e Odt+c

Si la ecuacién (1.56) es facilmente resoluble con respecto a x,
Xx=@(y’), casi siempre resulta comodo introducir y’' =¢ en calidad
de parametro. Entonces

x=9(t), dy=ydx=1tg’ (t)dt, y= t¢’ () dt +c.

Ejemplo 2.
x=(y")P—y —1.
Haciendo y’' =¢, resulta

x=8—t—1, (1.57)
dy=y'de=t(3t2—1)dt,
3
y="p—5+a (1.58)

Las ecuaciones (1.57) y (1.58) determinan en forma paramétrica la familia de
curvas integrales buscadas.

Ejemplo 3.
xVIFyE=y.
, T n
Hacemos y' =1tg ¢, — ) <t< 5 entonces
x=sent, (1.59)
dy=y"dx=tgt costdi=sentdit,
y=—cost4c (1.60)

o, eliminando ¢ de las ecuaciones (1.59) y (1.60), se obtiene x%24-(y—c,)2=1,
que es una familia de circunferencias.

3) La ecuacidén (1.51) tiene la forma
F(y, y)=0. ' (1.61)

Si es dificil resolver esta ecuacién con respecto a y’, entonces,
como en el caso anterior, es conveniente introducir un parametro ¢
y sustituir (1.61) por dos ecuaciones, y=¢ (f) e y =1 (f). Puesto

que dy = y'dx, entonces dx = AR de donde x_S Vv (9 +e.

Por lo tanto, las curvas integrales buscadas se determinan en forma
paramétrica por las ecuaciones
_ (o' (t)dt _
X = q)(t) +cey_(p(t)'
En particular, si la ecuacion (1.61) se resuelve facilmente con
respecto a y, cominmente resulta cémodo tomar a y* en calidad de
parametro.
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Efectwamente, si y=¢ (¥), haciendo y’ = ¢, obtenemos y =g (¢),
dy Y _ () dt
X =
‘(¢) dt

vt
Yy='»+E'P+y +5.
Haciendo y’=t, resulta

Ejemplo 4.

g= 1545445, (1.62)
dx:‘;_? —_____(5‘4+3’;+‘)d’ <5t3+3t+ >
_—+3’°+1ngtJ+c (1.63)

Las ecuaciones (1.62) y (1.63) son ecuaciones parametncas de la familia de cur-
vas integrales.

Ejemplo 5.
¥
Vity?
Haciendo ¥’ =sh ¢, resulta .
y=chf, (1.64)
dy_shtdt
x—?* sh ¢ =dt,
x=t-|c, (1.65)

o bien, eliminando el pardmetro ¢ de (1.64) y de (1.65), obtenemoes y=ch (x—c).
Consideremos ahora el caso general: el primer miembro de la .

ecuacion
Fx, y, y)=0 (1.51)

depende de los tres argumentos x, y e y’. Sustituyamos la ecuacion
(1.51) por su representacion parameétrica:

x=¢(u, v), y="19(u, v), y,:X(u’ v).
Utilizando la dependencia dy =y’ dx, tendremos

a—“')alu—{—(llpcivf— (u, v)[ dun._a(pdv]

de donde, resolviendo con respecto a la derivada di’ se obtiene
dp oy
du 7, v ou  ou
du— _—a_cp' (1.66)
-x(u v)

Como resultado, obtuvimos una ecuaciéon de primer grado, ya re-
suelta con respecto a la derivada, con lo que el problema se reduce
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al considerado en los paragrafos anteriores; sin embargo, claro esta,
la ecuacién obtenida (1.66) rara vez se integra en cuadraturas.
Si la ecuacion
Fx, g, y)=0

se resuelve facilmente con respecto a y, frecuentemente es cémodo
tomar a x y a y' en calidad de parametros u y v. Efectivamente,
si la ecuacién (1.51) se reduce a la forma

y=Fx y) (1.67)
entonces, considerando a x y a y'=p como parametros, se obtiene
— _OF 4., 0
y= f(x,l p), d!/f'o‘—xdx*ragdp

o bien
dy o 9 dp
dx  Ox ' dpdx’
Jf |, of d
p=t+ i L. (1.68)

Integrando la ecuacién (1.68) (la cual, claro esta, no siempre se
integra en cuadraturas), obtenemos @ (x, p, ¢)=0. El conjunto de
ecuaciones @O (x, p, ¢)=0 e y=f(x, p), donde p es un pardmetro,
determina la familia de curvas integrales.

Obsérvese que la ecuacion (1.68) puede ser obtenida derivando
la ecuacion (1.67) con respecto a x. En efecto, derivando (1.67)
respecto a x y haciendo gy’ =p, obtenemos p:g—i—]—%‘;—fc, lo cual
coincide con (1.68). Por ello, este método es llamado frecuente-
mente integracion de ecuaciones diferenciales por derivacién.

De manera completamente anadloga a menudo se integra la

ecuacién
Fx, 4 y)=0,
si ésta es facilmente resoluble con respecto a x:
x=fy, ¥). (1.69)

En este caso, tomando como parametros a y y a y'=p, y utili-
zando la dependencia dy - y’'dx, se obtiene

— |9 gy OF

dy—p[@dywpdp],

o bien ,

1 of 9

=it (1.70)
Integrando la ecuaciéon (1.70), obtenemos @ (y, p, ¢)=0. Esta
ecuacion, junto con x=f(y, p), determina las curvas integrales
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de la ecuacién inicial. La ecuacién (1.70) puede obtenerse de

(1.69) derivando con respecto a y.
Como ejemplo de la aplicacion de este método, consideremos

la ecuacion lineal respecto a x y a y
y=x¢9y)+¥v¥),

llamada ecuacion de Lagrange. Derivando con respecto a x y ha-
ciendo ¥’ = p, obtenemos

P=¢ () +1¢' )L 1y ()2, (1.71)
o bien
[p—o(p)] % =x¢ (p)+V (p). (1.72)

Esta ecuacion es lineal en x y en Z—; y, por lo tanto, se integra

facilmente, por ejemplo, mediante el método de variacién de la
constante. Habiendo obtenido la integral ®(x, p, ¢)=0 de la

ecuacién (1.72) y agregandole y=x¢ (p)-+¢y (p), se obtienen las
ecuaciones que determinan las curvas integrales buscadas.
Al pasar de la ecuacién (1.71) a la (1.72), hubo que dividir

d . . . .
entre —p. Pero con esto se perdieron las soluciones — si éstas exis-

ten — para las cuales p es constante, lo que significa que —x—O

Considerando a p constante, notamos que la ecuacién (1.71) se sa-
tisface solo cuando p es raiz de la ecuacién p—¢(p)=0.

De esta manera, si la ecuacién p—q (p) =0 tiene raices reales
p==p;, entonces a las soluciones halladas mas arriba de la ecua-
cion de Lagrange hay que agregar y=xq (p)+ ¢ (p), p=p;, 0 bien,
eliminando p, y=x¢ (p;) -+ vV (p,), que son lineas rectas.

Hay que estudiar separadamente el caso cuando p —¢ (p)=0y,
por lo tanto, al dividir entre Z—Z se pierde la solucién p =c¢, donde ¢

es una constante arbitraria. En este caso, ¢ (y')=y’, y la ecua-
cidn y=x¢ (y’)+ ¥ (y’) toma la forma y=xy' 4+ ¢ (y'), que se llama
ecuacion de Clairaut. Haciendo y' = p, obtenemos y=xp--¢(p).
Derivando respecto a x, tendremos

d
p=p+xE iy ()P
o bien

(9 (p) L =0,

de donde OZ =0, es decir, p=c, o bien x+¢' (p)=
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En el primer caso, eliminando p se obtiene
y=cx+y(c), (1.73)

que es una familia monoparamétrica de rectas integrales. En el
segundo caso, la solucién se determina por las ecuaciones

y=xp+yp(p) y x+¢'(p)=0. (1.74)

No es dificil comprobar que la curva integral, determinada por
las ecuaciones (1.74), es la envolvente de la familia de rectas in-
tegrales (1.73).

J

1

Fie. 1.27 Fig. 1.28

En efecto, la envolvente de cierta familia @ (x, y, ¢)=0 se
determina por las ecuaciones
Jo
D, y, =0y T

0, (1.75)

las cuales para la familia y=cx -+ (c) tienen la forma
y=cx+9(c), x+¢Pp (=0

y s6lo se diferencian de la ecuacion (1.74) en la notacién empleada
para el pardmetro (fig. 1.27). v

Observacion. Como es sabido, las ecuaciones (1.75) pueden
determinar, aparte de envolventes, lugares geométricos de puntos
maltiples y, a veces, otras curvas; sin embargo, si al menos una
de las derivadas %‘i—)é%—? es diferente de cero y ambas estan
acotadas en los puntos que satisfacen las ecuaciones (1.75), enton-

ces dichas ecuaciones determinan sélo la envolvente. En este caso,

. . 3/
estas condiciones se cumplen: %(5-:—0, a%)_—_ 1. Por lo tanto, las

ecuaciones (1.75) determinan una envolvente, que puede degenerar
en un punto si la familia (1.73) es un haz de rectas.
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Ejemplo 6.
y=xy' —y’'?; ecuacién de Clairaut.

La familia monoparamétrica de rectas integrales tiene la forma y=cx—c2.
Ademis, la envolvente de esta familia, determinada por las ecuaciones y=cx —c?

2
y x—2¢=0, es curva integral. Eliminando ¢, obtenemos y::% (fig. 1.28).
Ejemplo 7.
y=2xy’—y’3; ecuacién de Lagrange.
Yy =p,
y=2xp—p3. (1.76)
Derivando, se obtiene J
d
p=2p+2xd—§—3p2£ (1.77)

y, luego de dividir entre %, llegamos a la ecuacién

dx
== 2,
Pap 2x+-3p

Integrando esta ecuacion lineal, se obtiene x=%‘§+%p2‘ Por lo tanto, las cur-

2
vas integrales se determinan por las ecuaciones y=2xp—p3, x= %‘—2—1-:—3{—.

Al dividir entre gg, como se dijo antes, se pierde la solucién p=p,,

donde p; son las raices de la ecuacion p—¢ (p)=0. En este caso, se pierde la
solucién p=0 de la ecuacién (1.77), a la cual le corresponde, en base a la
ecuacion (1.76), la solucién y=0 de la ecuacién inicial.

§ 9. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES NO RESUELTAS CON RESPECTO
A LA DERIVADA. SOLUCIONES SINGULARES

En el § 6 fue demostrado el teorema de existencia y unicidad
de la solucion y(x) de la ecuacién %:f(x, y) que satisface la con-

dicién y(x,)=y,. Un problema anilogo surge también para la
ecuacion de la forma F(x, y, y’')=0. Es evidente que para estas
ecuaciones, por cierto punto (x,, y,) en general pasa no una, sino
varias curvas integrales, puesto que resolviendo la ecuacién
F(x, y, y)=0 con respecto a y’, por regla general obtenemos no
uno, sino varios valores reales y' =f;(x, y) (i=1,2, ...). Si cada
ecuacion y'=f;(x, y) en un entorno del punto (x,, y,) satisface
las condiciones del teorema de existencia y unicidad del § 6,
entonces para cada ecuacién existe una solucién Ginica que satis-
face la condicion y(x))=y,. Por eso, la propiedad de unicidad de
la solucién de la ecuacién F(x, y, y)=0, que satisface 1a condi-
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cion y(x,) = y,, se entiende generalmente en el sentido de que por
el punto dado (xy, y,), en la direccién dada, no pasa mas de una
curva integral de la ecuacién F(x, y, y’)=0.

7 A 9

z
a / -
Fig. 1.29
. . .. dy\2 .
Por ejemplo, para las soluciones de la ecuacién ax —1=0 la propiedad

de unicidad se cumple en todas partes, ya que por cada punto (x,, y,) pasan
dos curvas integrales, pero en diferentes direcciones. En efecto,

dy
4 _ _ -
d—x——il.y——x,ce Yy x4-c.

Para la ecuacion (y')2—(x-+y)y +xy=0, considerada en la pag. 71, la pro-
piedad de unicidad se viola en los puntos de la recta y=x, puesto que por los
puntos de dicha recta pasan las curvas integrales de las ecuaciones y'=x e
"=y en una misma direccién (fig. 1.29).

Teorema 1.5, Existe una solucion unica y=y(x), xo—hy<<x <
<L x4+ hy, donde h, es suficientemente pequeiio, de la ecuacion

F(x, y, y')=0, (1.78)

que satisface la condicion y(x,)=y,, para la cual y’ (x,) =y,, donde
Yo es una de las raices reales de la ecuacion F (xy, Yo, y')=0, si
en un entorno cerrado del punto (x,. Yo, yo) la funcion F(x, y, y')
satisface las siguientes condiciones:

1) F(x, y, y') es continua en todos sus argumentos,
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2) la derivada 3—5 existe y es diferente de cero;

3) existe la derivada g;_: , acotada en valor absoluto,
oF
|55 |< Mo

Demostracién. De acuerdo con el conocido teorema sobre
la existencia de la funcién implicita, se puede afirmar que las
condiciones 1) y 2) garantizan la existencia de una funcién finica
"=f(x, y), continua en un entorno del punto (x,, y,), la cual se
determina por la ecuacion (1.78) y satisface la condicion y, = f (x4, y,)-
Queda por comprobar si la funcién f(x, y) satisfacez o no la con-

diciéon de Lipschitz, o la condicién mas grosera g—;!gN en un
entorno del punto (x,, y,). De ser asi, se podria afirmar que la

ecuacion
y =[xy (1.79)

satisface las condiciones del teorema de existencia y unicidad
(véase el § 6, pag. 43), y que existe, por lo tanto, una solucién
tinica de la ecuacién (1.79) que satisface la condicion y(x,)=y,,
asi como que existe una curva integral Gnica de la ecuacién (1.78)
que pasa por el punto (x,, y,) v que tiene en éste el coeficiente
angular de la tangente igual a y,.

Seglin el conocido teorema sobre funciones implicitas, se puede
afirmar que al cumplirse las condiciones 1), 2) y 3) la deri-

vada gf existe y puede ser calculada por la regla de derivacion de

las funciones implicitas.
Derivando la identidad F (x, y, ') =0 respecto a y, y tomando
en cuenta que y’ ={f(x, y), se obtiene

OF | OF of

a5 a7 o=
o bien
oF
o _ oy
by~ T oF
o

de donde, considerando también las condiciones 2) y 3), se deduce
que ‘g—fy-l<N en un entorno cerrado del punto (x,, y,).

El conjunto de puntos (x, y) en los cuales se viola 1a unicidad
de la solucion de la ecuacién.

F(x, y, y)=0 (1.78)
se llama conjunto singular,
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En los puntos del conjunto singular debe violarse por lo menos
una de las condiciones del teorema 1.5. Para las ecuaciones dife-
renciales que se encuentran en los problemas practicos se cumplen

generalmente las condiciones 1) y 3), pero la condicion 2), g§¢0,

con frecuencia se viola.
Si las condiciones 1) y 3) se cumplen, ¢n los puntos del con-
junto singular deben cumplirse simultancamente las ecuaciones

’ oF
F(xy y) y):o y 5—!.{7:0. (1.80)

Eliminando a y’ de estas ecuaciones, obtenemos la ecuacion
@ (x, y)=0, (1.81)

a la cual deben satisfacer los puntos del conjuntc singular. Sin
embargo, no en cada punto que satisface la ecuacién (1.81) se viola
obligatoriamente la unicidad de la solucién de la ecuaciéon (1.78),
ya que las condiciones del teorema 1.5 son sélo suficientes para
la unicidad de la solucién, y no necesarias; por lo tanto, la vio-
lacién de cualquier condicion del teorema no implica necesaria-
mente la violacién de la unicidad.

De esta manera, sélo entre los puntos de la curva @ (x, ) =0,
llamada curva p-discriminante (debido a que la ecuacién (1.80) se

escribe frecuentemente en la forma F(x, y, p)=0y 3_1;2 0), pue-

den haber puntos del conjunto singular.

Si una rama y=¢(x) de la curva @ (x, y)=0 pertenece al
conjunto singular, y es al mismo tiempo curva integral, entonces
se llama curva integral singular, y la funcién y= ¢ (x), solucién
singular.

De este modo, para hallar la solucién singular de la ecuacion

F(x, y, y)=0 (1.78)

hay que hallar la curva p-discriminante, determinada por las ecua-
ciones

JoF .
F(x’ Y, p)=0’ F‘azoa

luego, aclarar por sustitucion directa en la ecuacion (1.78) si entre
las ramas de la curva p-discriminante hay curvas integrales; si las
hay, debe comprobarse ademas si se viola o no la unicidad en los
puntos de estas curvas. Si la. unicidad se viola, la rama de la
curva p-discriminante es curva integral singular.

Ejemplo 1. ¢Tiene solucién singular la ecuacion de Lagrange
y=2xy'—(y")*?
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Las condiciones 1) y 3) del teorema de existencia y unicidad se cumplen,
La curva p-discriminante se determina por las ecuaciones: y=2xp—p2,
2x—2p=0, o bien, eliminando p,y=x2%. Esta pardbola no es una curva inte-
gral, ya que la funcién y=x? no satisface la ecuacion inicial. Por lo tanto, no
hay solucién singular.

Ejemplo 2. Hallar la solucion
singular de la ecuacién de Lagrange

f—y = (P s P (182)

Fig. 1.30 Fig. 1.31

Las condiciones 1) y 3) del teorema de existencia y unicidad se cumplen.
La curva p-discriminanfe se determina por las ecuaciones

4, 8 8 ,
X—y=-5pt—5s P 3(P-P‘)=0.

De la segunda ecuacion se halla p=0, o bien p=1; sustituyendo en la primera
ecuacion, se obtiene

e o bien vg b
y=x, 0 bien y=x—z.

Solo la segunda funcién es solucién de la ecuacién original.

Para aclarar si la solucion y:x—% es singular o no, hay que integrar la
ecuacién (1.82) y aclarar si pasan otras curvas integrales por los puntos de la
rectay:x—;7 en la direccléon de dicha recta. Integrando la ecuacion de Lag-
range (1.82), se obtiene

(y—c)? = (x—c)3. (1.83)
De la ecuacion (1.83) y de la fig. 1.30 se ve que la recta y=x—2i7 es la en-
volvente de la familia de parabolas semictibicas (y—c)2 =(x—c)3. Por lo tanto,
en cada punto de dicha recta se viola la unicidad, puesto que en una misma
direccion pasan dos curvas integrales: la recta y=x—% y la parabola semi-
clibica, tangente a esta recta en el punto considerado.

4 S
De esta manera, y=x—5= es solucién singular.

En este ejemplo la envolvente de la familia de curvas integrales es solu-
cién singular.
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Si llamamos envolvente de la familia
Q(x, y, c)=0 (1.84)

a la curva que en cada uno de sus puntos es tangente a cierta
curva de la familia (1.84) y en cada segmento es tangente a infi-
nitas curvas de dicha familia, entonces la envolvente de la familia
de curvas integrales de cierta ecuacion F (x, y, y’')=0 sera siempre
una curva integral singular.

En efecto, en los puntos de la envolvente los valores de x, y
e y' coinciden con los valores de x, y e y’ para la curva integral
que es tangente a la envolvente en el punto (x, y). Por consiguiente,
en cada punto de la envolvente los valores de x, y e y' satisfacen
la ecuacion F(x, y, y')=0, es decir, la envolvente es una curva
integral (fig. 1.31). En cada punto de la envolvente se viola la
unicidad, ya que por sus puntos pasan por lo menos dos curvas
integrales en una misma direccion: la envolvente y la curva inte-
gral de la familia (1.84), tangente a ella en el punto considerado.
En consecuencia, la envolvente es curva integral singular.

Conociendo la familia de curvas integrales @ (x, y, ¢)=0 de
cierta ecuacion diferencial F(x, y, y')=0, se pueden determinar
sus soluciones singulares hallando la envolvente. Como es sabido
del curso de analisis matematico, la envolvente estd incluida en
la curva c-discriminante, determinada por las ecuaciones

oD
dc

Sin embargo, aparte de la envolvente, en la curva c-discriminante
pueden estar incluidos también otros conjuntos, por ejemplo, el

conjunto de puntos multiples de las curvas de la familia conside-
oD 9D .

WZTy:O' Para que cierta rama de la curva
c-discriminante sea con seguridad envolvente, es suficiente que en
ella:

1) existan las derivadas parciales, acotadas en valor absoluto,

o0
ox

D, y, )=0 vy =0.

rada, en los cuales

<N, ,%%'gNz;

. oD
2) %‘i—’;&o, o bien @-;EO.
Obsérvese que estas condiciones son sélo suficientes, por lo cual

las curvas en las que se viola una de las condiciones 1) o 2) tam-
bién pueden ser envolventes.

Ejemplo 3. Dada la familia de curvas integrales (y—c)2=(x—c)® de
cierta ecuacién diferencial (véase el ejemplo 2, pag. 82), hallar la solucién sin-
gular de ésta,
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Hallamos la curva c-discriminante:
(—cP=(x—cP y 2(y—c)=3(x—0o

Eliminando el pardmetro ¢, se obtiene
) 4
Yy=xy x—y~ﬁ—,0.

La recta y:x—;7 es envolv'\ente, ya qhe para ella se cumplen todas las condi-

ciones del teorema sobre envolvente. La funcién y=x no satisface la ecuacion
diferencial. La recta y=x es el lugar geométrico de los puntos de retroceso
(veéase la fig. 1.30). En los puntos de esta recta se viola la segunda condicién
del teorema sobre envolvente.

Ejemplo 4. Dada la familia de curvas integrales

Yo —xe=0 (1.85)

de cierta ecnacion diferencial de pnmer orden, hallar la solucién singular de
ésta.

El problema se reduce a la busqueda de la envolvente de la familia consi-
derada. Si se aplica directamente el método indicado anteriormente sobre la
blisqueda de la envolvente, obtenemos la igualdad contradictoria 1=0, por lo
que seria natural concluir que la familia (1.85) no tiene envolvente. Sin embargo,
en este-caso la derivada del primer miembro de la ecuacion (1.85) respecto a y,
. 4
a1 T
ay 57
bilidad de que y=0 sea envolvente de la familia (1.85) que no se pudo hallar
por el método general debido a la violacién del teorema sobre envolvente en la
recta y=0.

Debe transformarse la ecuacién (1.85) de manera que para la ecuacién trans-
formada, equivalente a la inicial, se cumplan las condiciones del teorema sobre
envolvente. Por ejemplo, escribamos la ecuacion (1.85) en la forma y—(x—¢)®=0.

Ahora las condiciones del teorema sobre envolvente se cumplen, y aplicando el
método general, obtenemos

se vuelve infinito para y=0; por lo tanio, no se excluye la posi-

y=(x—c), 5(x—c)t=0,

o, eliminando ¢, se obtiene la ecuacién de la envolvente y=0 (fig. 1.32).
Ejemplo 5. Dada la familia de curvas integrales

yr—(x—c)2=0 (1.86)

de cierta ecuacién diferencial de primer orden, hallar la solucién singular de ésta.
La curva c-discriminante se determina por las ecuaciones

yP—(x—c)¥=0 y x—c=0,

o, eliminando ¢, se tiene y=0. En la recta y=0 se reducen a cero ambas deri-

vadas parciales, (Z;D y (?;? del primer miembro de la ecuacién (1.86); por lo

tanto, y=0 es el lugar geométrico de los puntos maltiples de las curvas de la



Ejercicios del capitulo ! 85

familia (1.86), en este caso, de los puntos de retroceso. Sin embargo, este lugar
geomeétrico en el ejemplo considerado es a la vez también envolvente. En la
fig. 1.33 se muestran las parabolas ‘semiciibicas (1.86) y su envolvente y=0.

e
74 F
7 z
Fig. 1.32 Fig. 1.33
EJERCICIOS DEL CAPITULO 1
1. tgydx—ctgxdy=0. 10. x (Inx—1In y)dy—y dx=0.
2. (12x+5y—9)dx+ . xy(y')2—(x24y2) y +xy=0.
—+(dbx+2y—3)dy=0. 12, (4')2 =940
y ] 22 1 2
3. x(Tx=yTVx2+y2~ dx

ax_ gt X
lg'dt e-{—t.

dy s
4, xd—x+y—x. 14, ()=,
5. ydx—xdy=1x%ydy. 1
15. y=xy' + —.

6. %*}'3;{:82(. y==xy +y:
7. ysenx+y cosx=1, 16. x=(y'P—y +2.
8. y =e*~V. 17. Wy

dx _ Tdx xty3
9. a_x—ksen i 8. y= ()= ()P —2.

19. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia xy=c, es decir, hallar
las curvas que cortan ortogonalmente a las curvas de la familia dada. '
20. Hallar la curva cuya subtangente es igual al doble de la abscisa del
punto de tangencia.
- 21. Hallar la curva para la cual el segmento que determina la tangente en
el eje de las ordenadas es igual a la abscisa del punto de tangencia.
22. Hallar las trayectorias-ortogonales de la familia

X2+ 2= ax.

23. Considerando que la velocidad de eniriamiento de cualquier cuerpo en
el aire es proporcional a la diferencia entre las temperaturas de dicho cuerpo y
del aire, resolver el siguiente problema: si la temperatura del aire es igual a
20°C y el cuerpo se enfria durante 20 minutos deste 100 hasta 60°C, ¢después
de cuanto tiempo la temperatura del cuerpo alcanzara a 30°C?

24, Una lancha a motor se mueve en agua calma con velocidad de 10 km/h.
A plena carrera su motor fue apagado, y después de £=20 seg la velocidad de
la lancha disminuy6 hasta v;=6 km/h. Determinar la velocidad de Ia lancha
dos minutos después de parar el motor, considerando que la resistencia del agua
es proporcional a la velocidad de movimiento de la lancha.

25. Hallar la forma de un espejo que refleja paralelamente a una direccién
dada todos los rayos que salen de un punto dado.
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26, y'24-y2=4.
27. Hallar la curva cuyo segmento de tangente que se encuentra entre los

ejes coordenados se divide en el punto de tangencia en partes iguales.

dy 2y—x—4 dy Y e
28. dx~ 2x—y+45 Cdx Tax Y =0.
30. Integrar numéricamente la ecuacion

dy
— =yt y2 =
o x-+y2, y(0)=0.

Determinar y (0,5) con una exactitud de 0,01.
31. Integrar numeéricamente la ecuacion

Z—z:xyti—x?, 4y(0)=0.
Determinar y(0,6) con una exactitud de 0,01.

32. y' =1,31x—0,2¢2, y(0)y=2.

Construir la tabla de quince valores de y con paso A =0,02.

33. y=2xy'—y". 34. j—i:cos (x—y).

35. Aplicando el método de las isoclinas (véase la pag. 19), hacer un esbozo

de la familia de curvas integrales de la ecuacién

por

dy
=
36. (2x4-2y—1)de+4(x+y—2)dy=0.
37. y*—ye2x=0.
38. Hallar las trayectorias ortogonales a las pardbolas y2 - 2ax=a2,

39. ¢Tiene solucién singular la ecuacién diferencial y=>5xy’ —(y’)??
40. Integrar aproximadamente la ecuacién

x2—y2

Wy _
T=x—pr,  y()=0

el método de las aproximaciones sucesivas (determinar y; e y,).
4
—- 2 =~
41, y=x +S . dx.
: 1

42. ¢Tiene solucién singular la ecuacién ¢’ = f/x—5y+2?
43, (x—y)ydx—x2dy=0.
44. Hallar las {rayectorias ortogonales a la familia y2=cx3.

45, x+5x=10{+2 para t=1, x=2.
. 2
46. x:%—l—% para =2, x=4.
47, y=xy -y para x=2, y=—1.
48. y=xy +y"* para x=1, y= —1,
dy 3x—4y—2
el A P v

50. x—x<tg t=4senzt.
51, y=x2+2y’x+g2— .
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52,

53.
54.
55.

, 3

Yy —7‘”+ By =0.

y(l+y*=a

(2 — ) dx+ (x2y2 4 x) dy == 0.

Hallar un factor integrante de la ecuacién
(3y?—x) dx+ 2y (y>*—3x) dy=0.

de la forma p=p (x+ y?).

56.
57.

58.
59.
60.
61.

62.

63.
64.
65.
66.

(x—y)ydex—x2dy=0.

, _X+y—3

=

xy' —y?*Inx+4y=0.
(x2—1) y' + 2xy—cosx=0.
(4y+2x4-3)y' —2y—x—1=0.
(P—x) y' —y+x*=0.

(y2—x?) y +2xy=0.

3xy?y’ 4-y? —2x=0.
(y')*+(x+a)y’'—y=0, donde a es una constante.
(y')—2xy" +y==0.

(5P + 29y ctg x—y*=0.




CAPITULO 2

Ecuaciones diferenciales
de orden mayor que 1

§ 1. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA LA ECUACION
DIFERENCIAL DE n-ESIMO ORDEN

Las ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden tienen la forma

ymr=F g 4, o YY), 2.1
o bien, si no estin resueltas con respecto a la derivada de orden
mayor:
Fix, 9,9, ..., y»)=0.

El teorema de existencia y unicidad para ecuaciéon de n-ésimo
orden se puede obtener facilmente, llevandola a un sistema de
ecuaciones para el cual fue demostrado dicho teoremaen la pag. 54.

En efecto, si en la ecuacion ¢ =f(x, y, vy, ..., y* 1) se
consideran como funciones desconocidas no solamente y, sino tam-
bien y' =y, y”=y2,...., y'n~V=y |, entonces la ecuacién (2.1)
se sustituye por el sistema

Y =Yy,

Yn=Ya,

C e 2.2)
yn-2 = yn—ly

Ynr =T Yy Yhs o ovy Yua),

siendo posible ahora aplicar el teorema de existencia y unicidad
de la solucion de un sistema de ecuaciones (véase la pag. 54).
Segiin este teorema, si los segundos miembros de todas las ecua-
ciones del sistema (2.2) son continuos en la regién considerada y
satisfacen la condiciéon de Lipschitz en todos los argumentos,
excepto x, entonces existe una solucién tnica del sistema (2.2), que
satisface las condiciones

Y (X0) =Yoo Y1 (Xo) =Y10v -+ +» Yn-1(X0) =Ypn_1,0-

Los segundos miembros de las n—1 primeras ecuaciones de (2.2)
son continuos y satisfacen no sélo la condicién de Lipschitz, sino
también la condiciéon mas grosera de existencia de derivadas aco-
tadas respecto a y, yy. Y, ..., Y,-1- Por lo tanto, las condiciones
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del teorema de existencia y unicidad se cumplen si el segundo
miembro de la dltima ecuacién y,_,=f(x, ¥, 41, ..., Y,_,) €s con-
tinuo en un entorno de las condiciones iniciales, y satisface la
condicién de Lipschitz para todos los argumentos, comenzando
desde el segundo, o la condicién mdas grosera de existencia de de-
rivadas parciales acotadas respecto a todos los argumentos, a partir
del segundo.

Volviendo a las variables iniciales x e y obtenemos, en defini-
tiva, el siguiente teorema de existencia y unicidad:

Teorema 2.1. Si en un entorno de las condiciones iniciales
(Xor Yo» Yoo .., YY) la funcion f es continua en todos sus argu-
mentos y satisface la condicion de Lipschitz respecto a todos los
argumentos a partir del segundo, existe una solucién dnica de la
ecuacion diferencial de n-ésimo orden y™ =f(x, y, y’, ..., Yy~ V)
que satisface las condiciones

YX)=Yo, ¥ (Xo)=Yo, ¥ (X)=s, ..., YV (xp) =y" V.

La altima condicién puede ser sustituida por la condicién mas
grosera sobre la existencia, en dicho entorno, de derivadas parcia-
les acotadas de primer orden de la funcién f respecto a todos los
argumentos, a partir del segundo.

Se llama solucion general de la ecuacién diferencial de n-ésimo
orden al conjunto de soluciones formado por todas las soluciones
particulares, sin excepcion. Si el segundo miembro de la ecuacién

Y =r g Y Y, YY) @.1)

satisface, en cierta regién de variacién de sus argumentos, las con-
diciones del teorema de existencia y unicidad, entonces la solucién
general de la ecuacién (2.1) depende de n parametros, en calidad
de los cuales se pueden tomar, por ejemplo, las condiciones ini-
ciales de la funcién buscada y de sus derivadas y,, Yo, 45, - ., y5" V.
En particular, la solucién general de la ecuacion de segundo grado
Y =Ff(x, y, y') depende.de dos parametros, por ejemplo, de y, y
de y,. Si fijamos y, e y,, o sea, damos el punto (x,, y,) vy la di-
reccion de la tangente a la curva integral buscada en dicho punto,
entonces, si se cumplen las condiciones del teorema de existencia
y unicidad, mediante estas condiciones §e determinarda una sola
curva integral.

Por ejemplo, la ecuacién del movimiento rectilineo de un punto

material de masa m bajo la accién de la fuerza f(t, x, x):
mx=Ff(t, x, x),

la posicién inicial del punto x(f{)=x, y la velocidad inicial
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x(fy) = x, determinan una solucioén tnica, una ley finica de movi-
miento x=x(f) si, por supuesto, la funcién [ satisface las condi-
ciones del teorema de existencia y unicidad.

El teorema sobre la dependencia continua de la solucién con
respecto a los parametros y a los valores iniciales, considerado en
la pag. 56 se generaliza, sin cambiar el método de demostracion,
a sistemas de ecuaciones diferenciales y, por lo tanto, a las ecua-
ciones de n-ésimo orden.

§ 2. CASOS SIMPLES DE REDUCCION DEL ORDEN

En ciertos casos el orden de la ecuacién diferencial puede ser
reducido, lo que a menudo facilita su integracién.

Sefialemos algunas clases de ecuaciones que se encuentran con
mayor frecuencia y que pueden reducir su orden.

I.La ecuacién no contiene la funcidén buscaday
sus derivadas hasta el orden k—1 inclusive:

F(x, y, g**0 . ym)=0 (2.3)

En este caso el orden de la ecuacion puede ser reducido a n— &,
mediante el cambio de variables y® = p.
En efecto, luego del cambio de variables, la ecuacién (2.3)
toma la forma
Fx, p, p', ..., p" M) =0.

De esta ecuacién se determina p=p(x, ¢;, €5, ..., C,_p), € Y se
halla de y®* =p(x, ¢, ¢,, ..., ¢,_,) integrando k veces. En parti-
cular, si la ecuacion de segundo orden no contiene a y, entonces
la sustitucién de variables y’=p conduce a una ecuacién de pri-
mer orden.

Ejemplo I.
dy _1dy_,
ds x det
. diy dp 1 . .
Haciendo =P obtenemos o p=_0; separando variables e integrando,

4
tendremos: In| p|=In|x|+Inc, o bien p=cyx, %i:cx, de donde

Y =€y X% 4 cox3 + cgx2+ cgx .

Ejemplo 2. Hallar la ley de movimiento de un cuerpo que cae sin velo-
cidad inicial en la atmésiera, considerando la resistencia del aire proporcional
al cuadrado de la velocidad.

La ecuacion de movimiento tiene la forma

& _ 1g—k §>2
map—"me dt) °
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donde s es el espacio recorrido por el cuerpo; m, la masa del mismo; ¢, el

tiempo. Para £=:0, se tiene s=0 y g;:o.
La ecuacion no contiene explicitamente a la funcién incégnita s; por lo

s
—=u. Entonces la

tanto, se puede reducir el orden de la misma considerando o

ecuacion de movimiento toma la forma

dov
m__mg_k 2
dt o

Separando variables e integrando, se obtiene

mdv

mg_—E‘_lzdt; =

m| —F L arn R
J mg—k? LY g V

de donde u:%th RV gty multiplicando por df e integrando nuevamente,
hallamos la ley de movimiento:

s:T:EInch &Yz

2. Laecuacion no contiene a la variable indepen-
diente:

F, vy, 9y, ..., y»)=0.
En este caso el orden de la ecuacion se puede reducir en una

unidad, por medio de la sustitucién y’ = p; ademas, p se considera
nueva funcién desconocida de y, p=p(y) y, por lo tanto, todas

las derivadas d— deben expresarse por medio de las derivadas de
X"
la nueva funcién desconocida p (y) respecto a y:
dy _
&~ P
@y _dp dpdy  dp
det dx dyox  dy

ddy d (dp ddp dy dgpg_l_d_p?
a3 dx dy) dy = apP T \ay

y anéalogamente para las derivadas de orden superior. Ademas, es
. . d* . .
evidente que la derivada :i—‘ff se expresa mediante las derivadas de
X
p respecto a y de orden no superior a k—1, lo cual precisamente
conduce a la dlsmmumon del orden en una unidad.
En particular, si la ecuaciéon de segundo orden no contiene a
la variable independiente, entonces la sustitucién de variables
seflalada conduce a una ecuacion de primer orden,
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Ejemplo 3.
d?y  [dy\?

y——g'—<—> =0.

d2y  dp

: dy - : .
Haciendo L=P TP dy’ obtenemos una ecuacién de variables separables:

yp?—;ﬂzo, cuya solucién general es igual a p=c,y, o bien Z—i:clv/. Sepa-

rando variables nuevamente e integrando, se obtiene In|y|=cx4-lac,, o bien
y=cer*.

Ejemplo 4. Integrar la ecuacion del péndulo matematicox+a?senx=0
con condiciones iniciales x (0) =x,, x (0)=0.

Reducimos el orden, haciendo

1=0, }:vg, vdv=— a? sen x dx,
dx

2 -—

%:tﬂ (cosx—cosxy), v=+a ]/2 (cos x—cos xg),
d 1o d
X S — " X
—:ial/2 oS x—cCos x), t=4 — —_ .,
dt ( o) aV2J V cos x—cos x,

. Xo X
La integral del segundo miembro no se resuelve en funciones elementales,
pero se reduce facilmente a funciones elipticas.

3. El primer miembro de la ecuaciodn

Fx, y, v, 4y, ..., y"=0 2.4)

es la derivada de cierta expresiéon diferencial
D, y, 4y, ..., y» V) de orden n—1.

En este caso se halla facilmente la llamada primera integral,
o sea, una ecuacién diferencial de orden n—1, que contiene una
constante arbitraria, y que es equivalente a la ecuacién dada de
n-4simo orden, con lo cual reducimos el orden de la ecuacién en
una unidad. Efectivamente, la ecuacién (2.4) puede escribirse en
la forma

d ’ -
'd;(D(x, y, y, ceey y(n 1))20. (2.41)

Si y(x) es solucién de la ecuacion (2.4;), entonces la derivada de
la funcién @ (x, y, y', ..., y» V) es idénticamente nula. Por lo
tanto, la funcién ®(x, y, y', ..., y»~ V) es igual a una constante,
con lo que se obtiene la primera integral

P, y, ¢, ..., y" y=c.
Ejemyplo 5.
vy +(y')2=0.

Esta ecuacion se puede escribir en la forma d(yy’)=0, de donde yy' =c,,
o bien ydy==c,dx. Por lo tanio, la integral general ser4 P=cix+c,. !
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A veces el primer miembro de la ecuacién F (x, y, ¥, ..., ) =0
se convierte en derivada de la expresion diferencial @ (x, gy,
Yy, +.., y»~ V) de orden n—1 sdélo después de multiplicarlo por
un factor p(x, y, ¥, ..., y"~ V).

Ejemplo 6.
yy'—(y')F=0.

Multiplicando por el factor p:y%, se obtiene o bien

d (y' N ¥Y_,. ¢4 - -
b \?>._0, de donde y =c¢;, O ‘Eln]yl_cl. Por lo tanto, In|y|=cx+Inc,
¢ > 0, de donde y=rcye*, ¢, # 0, como en el ejemplo 3 de este parégrafo.

" gy
7 yz(y) —0,

Observacion. Al multiplicar por el factor p (x, 4, 4', ..., y*~ V)
se pueden introducir soluciones superfluas, que reducen dicho fac-
tor a cero. Si p es discontinuo, pueden también perderse soluciones.

En el ejemplo 6, al multiplicar por pt—iz se perdié la solucién

y=20; sin embargo, puede incluirse en la soluc16n obtenida y =c,ec~,
si se considera que c¢, puede tomar el valor 0.

4. La ecuacion F(x, 4y, 4, ...., y‘”’)—O es homogénea

con respecto a los argumentos y, ¥, ... y("‘
El orden de la ecuacién homogénea respecto a y, ¥, ...,y
F, 99, ..., y¥)=0, (2.5)

es decir, de la ecuacion para la cual se cumple la identidad
Fx, by, ky', ..., ky"Y=FkPF(x, y, ¥, ..., y**),
puede ser reducido en una unidad por medio de la sustitucién

fzdx

y=¢' , donde z es una nueva funcion desconocida. En efecto,
derivando, se obtiene

J"zdx

y =e 2,
” Jﬂzdx ,
y=e (242,
"o .I.de 3 r ”
Yy =e 2%+ 322"+ 2",

) — Jde(D Y (k=1)
Yy =e (z, 2, 2", ..., 2 )

(se puede comprobar la veracidad de esta igualdad mediante el
n.étodo de induccidn completa).
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Sustituyendo en (2.5) y observando que en base a la homoge-

d
neidad el factor ep‘fz " se puede sacar fuera del simbolo de la
funcién F, obtenemos

epfza’x

fx, z,2, ..., 2 1)=0

o bien, dividiendo entre e *

flx, 2z, 2, ..., 22" 9)=0.

, tendremos

Ejemplo 7. .
yy"—(y')" =6xy?.
LJ zdx
Haciendo y= , obtenemos 2’ =6x, z=3x2+¢,,

[ (3x2--c,) dx . ot
y:eJ YT, 0 bien ye==cpe® TR,

En las aplicaciones se encuentran con particular frecuencia ecua-
ciones diferenciales de segundo orden que pueden reducir
su orden.

1) Fx, y")=0. (2.6)
En esta ecuacion se puede disminuir el orden mediante la susti-

dp
tucion y’ =p, y reducirla a la ecuacién F( " T ) =0, considerada

en la pag. 72.

La ecuacion (2.6) se puede resolver con respecto al segundo
argumento, y"=f(x), e integrar dos veces, o introducir un para-
metro y sustituir la ecuacién (2.6) por su representacion parameétrica

g (), x=v(),

de donde
dy =y'dx=q )y (O dt, ¥ ={e®V (t)dt+c,
dy=ydx, y={[SoOyv O)di+c]v @)dt+e,
2) F(y', y)=0. @2.7)

Haciendo y' =p, se lleva (2.7) a la ecuacion (1.61), pag. 73, o
bien se representa la ecuacion (2.7) en forma paramétrica:

=@ (t)’ yxx = (t),
de donde

_ a4y (t)dt () dt |
="y = = (5w o
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luego de lo cual y se determina por cuadratura:

’ t t t
dy—ydr—g(nEDat, y— (P00 a1 e,

3) Fy, y")=0. (2.8)
Se puede reducir el orden haciendo
dy ddy _dpdy _

dc =P deé Tdydx

Si la ecuacion (2.8) se resuelve facilmente con respecto al segundo
argumento, y”=f{y), entonces, multiplicando esta ecuacién por
2y'dx = 2dy, obtenemos d (y)*=2f (y)dy, de donde

dy__ n = dx,
+]/2Sf(y)dy nE ]/2 [ (y)dy+cy '
o= .
e X ]/QSf(y)dHcl

La ecuacion (2.8) se puede sustituir por su representacion pa-
ramétrica y == ¢ (¢), y" = ¢ (f); entonces de dy’ = y"'dx y de dy =y'dx,
se obtiene y'dy = y"dy, o bien

S d@)P=v )¢ (1) dt,
Wr=2{v0e ndt+q

== 2 (e di =,

luego de lo cual, de dy—fy’dx.se halla dx, y después x:

EPE I T

YTy 2 (vovoaa

g’ (¢) at e,
S RV STy 29

Las ecuaciones (2.9) e y=¢ (f) determinan en forma paramétrica
la familia de curvas integrales.

’

Ejemplo 8 )
y=2 yO=1 ¥ =1

Multlphcando ambos miembros de esta ecuacion por 2y’'dx, se obtiene
d(y')>=4y’dy, de donde (y’)2=y'+c,. Teniendo en cuenta las condiciones
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iniciales, se halla que ¢;=0e y =y2 Por lo tanto, %:dx, ——~;—=x+ Cas

c=—1, y= —x"

§> 3. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE n-ESIMO ORDEN

Se llama ecuacion diferencial lineal de n-ésimo orden una ecua-
cién lineal con respecto a la funcién desconocida y a sus deriva-
das, y que, por lo tanto, tiene la forma

ay ()Y +a () y" V4. e, X)Y e, (Y y=¢(x). (2.10)

Si el segundo miembro ¢ (x)==0, entonces la ecuacién se llama
lineal homogénea, puesto que es homogénea con respecto a la funcion
desconocida y y a sus derivadas.

Si el coeficiente g, (x) es diferente de cero en todos los puntos
de cierto segmento a<Cx<Cb, entonces, dividiendo entre a,(x),
reducimos la ecuacién lineal homogénea—si x varia en dicho seg-
mento—a la forma:

Y+ p XYY+ b p Ky P () y=0, (2.11)
o bien

Y= — 2Py @11)

Si los coeficientes p; (x) son continuos_en el segmento a <{x <Cb,
entonces en un entorno. de_cualesquiera.condiciones iniciales

Yy ="Yo» ¥ (x0)=yd ..., YV (%) =y,
donde x, es cualquier punto del intervalo a << x < b, se satisfacen
_las condiciones del teorema de existencia y unicidad.

En efecto, el segundo miembro de la ecuacion (2.11,) es continuo
en todos sus argumentos en conjunto, y existen las derivadas
parciales ;{Bz'—pn_k(x) (k=0, 1, ..., (n—1), de médulo aco-
tado, puesto que las funciones p,_, (x) son continuas en el segmento
a<<{x<b y, por lo tanto, estan acotadas en valor absoluto.

Obsérvese que la_linealidad y la homogeneidad de la ecuacién
se_conservan_en_cualquier transformacién_de la variable indepen-
diente x= @ (¢), donde ¢ (f).es una funcion . arbitraria derivable n
veces, cuya derivada ¢’ (f)=0 en el segmento de variacién de ¢

considerado.

En efecto,
dy dy 1
dx | df o' (1)’
?y _dy 1 dy @" ()

dxt TR [T (OF  df ¢ (0P’
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. . d* . s . .
La derivada de cualquier orden ﬁ es funcién lineal homogénea de
X
. dy d? d* -
las derivadas Ti’ dl—f, e, d—tz y, por lo tanto, al sustituir en

la ecuacién (2.11) su linealidad y su homogeneidad se conservan.

La linealidad y la homogeneidad se conservan también al efec-
tuarse una transformacién lineal homogénea de la funcién descono-
cida: y(x)=a(x)z(x). En efecto, por la férmula de derivada de
un producto,

k(k—1) ,

y(k) — a(x) z(k)+ ka' (x) 2(’3‘1)_{_ __2—'a (x) z(k—z)_{_ . + a(k)(x) z,

es decir, la derivada y™® es funcién lineal homogénea de 2z, z’, 2",
., 2®. En consecuencia, el primer miembro de la ecuacién lineal
homogénea

Ay (X) Yy +a )y V4 ... +a,(¥)y=0

luego de sustituir las variables, serd funcién lineal homogénea de
2,2, ..., zm,
Escribamos la ecuacion lineal homogénea

y(n)_:_p1 (x) y(”_1’+ oo+ p, (x)y=0

en forma compacta:
L[y]=0,
donde
Liyl=y™+py () y» Y+ ... 4+p,(x)y.

Llamaremos a L (y] operador diferencial lineal.

El operador diferencial lineal posee las dos propiedades funda-
mentales siguientes:

1) Un factor constante puede sacarse fuera del simbolo del ope-
rador:

L [eg) =L 4],
En efecto,
)™+ py (X)) P+ ...
+ 0, () ey) =c[y™ +p (Y "+ ... 4 p, (¥) y]-

2) El operador diferencial lineal, aplicado a la suma de dos
funciones y, e y,, es igual a la suma de los resultados de la apli-
cacién del mismo a cada funcién por separado:

Ly, +y) =L [th] +L [y,
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En efecto,
(Y17 y)'™ = pl(v) (yr} Jz)(" D 0, () (g Ry =
=Y S p () p p,,(t)yllf[Jé"’—i——pl (g P+

-5 P () o).

Como’ consecuencia de las propiedades 1) y 2), resulta
m m
L [1_21 CiyiJE ’Zi L [y

donde las ¢; son constantes.

Basandonos en las propiedades de! operador lineal L, demostra-
remos una serie de teoremas sobre las soluciones de la ecuacién
lineal homogénea.

Teorema 2.2. Si y, es solucion de la ecuacion lineal homogénea
L[y]=0, entonces cy,, donde c es una constante arbitraria, también
es solucién de ésta.

Demostracién. Dado L[y, =0, hay que  demostrar que
L [cy,] =0.
Aplicando la propiedad 1) del operador L, obtenemos:

L [cy,)=cL [y,] =0.

Teorema 2.3. La suma y,--y, de dos soluciones y, e y, de la
ecuacion lineal homogénea L (y]=0 es solucion de dicha ecuacion.

Demostracién. Dados L[y,]=0 y L[y,]==0, hay que de-
mostrar que L [y, +y,]=0.
Aplicando la propiedad 2) del operador L, se obtiene

Ligi+y)=L[y:] + L [y,]=0.
Corolario de los teoremas 2.2 y 2.3. La combinacion lineal

n

.. . . |l .
con coeficientes arbitrarios constantes 2_, ¢y, de las soluciones y,

=1
Yoo -2 Yn de la ecuacion lineal homogenea L(y]=0 es solucion
de dicha ecuacion.

Teorema 2.4. Si la ecuacién lineal homogénea L[y]=0 con
coeficientes reales p;(x) tiene solucion compleja y(x)=u(x)-+ iv(x),
entonces la parte real u(x) de esta solucién y su parte imaginaria
v(x) son por separado soluciones de dicha ecuacion homogénea.

Demostracién. Dado L[u(x)¢w(x)]. 0, hay que demos-
trar que L{u]=0y L[v]=0.
Aplicando las propiedades 1) y 2) del operador L, obtenemos

Llu+iv)=L[u]+iL[v]=0,
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de donde L[u]=0 y L{v]==0, puesto que una funcion compleja
de variable real es idénticamente nula si, y sélo si, sus partes
real e imaginaria son idénticamente nulas.

Observacidon. Hemos aplicado las propiedades 1) y 2) del
operador L a la funcién compleja de variable real u(x)--iv(x), lo
cual evidentemente es licito, ya que en la demostracion de las pro-
piedades 1) y 2) fueron aplicadas sélo las siguientes propiedades
de las derivadas: (cy) = cy’, donde ¢ es una constante, e (y, +y,) =
= yi -+ Yy, las cuales son validas también para las funciones com-
plejas de variable real.

Las funciones y,(¥), y,(x), ..., y,(x) se llaman linealmente
dependientes en cierto segmento de variacion de x, a<Cx<Cb, si
existen tales magnitudes constantes «,, a,, ..., @, que en dicho
segmento

Yyt Colfy = T Y, =0 : - (2.12)

y ademas por lo menos un a=0. Si la identidad (2.12) se verifica
sélo para @, =a,=...=a,==0, las funciones y;, y,, ..., y, se
llaman linealmente independientes en el segmento a<Cx<Cb.

Ejemplo 1. Las funciones 1, x, x2, ..., x® son linealmente indepen-

dientes en cualquier segmento a <Cx=Cb, puesto que la identidad
O+ QX Qg2+ .. 0, 1 xP == 0 (2.13)

es posible solo si todos los o;=0. Si fuera por lo menos un o; # 0, entonces
en el primer miembro de la identidad (2.13) se tendria un polinomio de grado
no mayor que n, el cual puede tener no mas de n raices diferentes y, por lo
tanto, se reduce a cero en no mis de n puntos de dicho segmento. ’

Ejemplo 2 Las funciones e¥:¥, ¢, ... ef®* donde k; # ky sii#j,
son linealmente independientes en cualquier segmento a<<x <Cb.

Supongamos que las funciones consideradas son linealmente dependientes.
Entonces : ' :

aleklx+azek2x+ oo +aneknx =0, (2.14)

donde por lo menos un a; # 0; sea, por ejemplo, a, # 0. Dividiendo la identi-
dad (2.14) entre e®** y derivando, se obtiene

o (hy—ky) eFe B0 Lo (B —ky) TR ¥, (2.15)

que es una dependencia lineal entre n—1 funciones exponenciales de la forma

eP* con diferentes exponentes. Dividiendo la identidad (2.15) entre elkz=FRIx y
derivando, obtenemos una dependencia lineal entre n—2 funciones exponencia-
les con diferentes exponentes. Prosiguiendo este proceso n—1 veces, se obtiene

xy (kn—kl) (kn_"k2)~ .. (kn‘—kn—l) e(k'L~kn- ) xEO,

lo cual es imposible, ya que «,, por hipétesis, es diferente de cero, y k; # &;
para i # j. ) R
La demostracion es valida también si los &; son complejos.
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Ejemplo 3. Las funciones

gRi® | yehiX L ghghix
€%, xef X, .., xMagheX,
ekpx xekpx' x"Pekl’x

donde k; # k; para i # j, son linealmente independientes en cualquier segmento
a<<x<b.
Supongamos que estas funciones son linealmente dependientes. Entonces

Py ()€ 4Py (x) ¥ .. 4 P, (x) eP¥ =0, (2.16)
donde P;(x) es un polinomio de grado no superior a n;, y por lo menos un

polinomio, por ejemplo P, (x), no es idénticamente nulo. Dividamos la iden-

tidad (2.16) entre e*1* y derivemos n,-+1 veces. Entonces el primer sumando
de la identidad (2.16) desaparace, y obtenemos una dependencia lineal de la
misma forma, pero con una cantidad menor de funciones:

Q(x) etk 4 Q, (x)ekrR) ¥ =0 (2.17)
Ademas, los grados de los polinomios Q; y P; (i=2,3, ..., p) coinciden, puesto
que al derivar el producto P;(x)eP*, p # 0, se obtiene [P; (x) p+ P; (x)] eP*, es
decir, el coeficiente del término de mayor grado del polinomio P;(x), luego de
derivar el producto P;(x)e”#%, sélo se multiplica por el factor p, diferente de
cero. En particular, coinciden los grados de los polinomios P, (x) y Qp(0) v,
por lo tanto, el polinomio Q, (x) no es idénticamente nulo. Dividiendo la iden-

tidad (2.17) entre etka=ki) x y derivando n,+41 veces, obtenemos una dependencia
lineal con una cantidad aiin menor de funciones. Repitiendo este proceso p—1
veces, se obtiene
R, (x)ekp=Fp-1x =,
lo cual es imposible, puesto que el grado del polinomio R, (x) es igual al del
polinomio P, (x) y, en consecuencia, R, (x) no es idénticamente nulo.
La demostracion tampoco varia si las k; son complejas.

Teorema 2.5. Si las funciones y,, y,, ..., y, son linealmente
dependientes en el segmento a<{x<(b, entonces en dicho segmento
el determinante

Yoo Yz e Yn
U1 Yo yr’z
W@=Wly, ¥ - s Yul=\y1 4o ... Ya

y(ln—l) y(zn-l) . l;ln—l)
llamado wronskiano *), es idénticamente nulo.
Demostracion. Se da que

a1y1+a2!/2+ e +anynEO (2'18)
*) En honor al matemético polaco G. Wronsky (1775—1853).
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en el segmento a<Cx<b, sin que todas las «; sean iguales a cero.
Derivando la 1dent|dad (2 18) n—1 veces, obtenemos

alyl | Cl2y2_i" .. + a"y"EO,
oY Aolfs -+ ...+  ay,=0,
11T oYz -+ Yn 2.19)

a.y(;l—l.) _I._a: y(ﬂ 1 l_ . _l: a‘ y(.'l—.l) —.— 0

Este sistema de n ecuaciones lmeales homogéneas con respecto
a todas las o, tiene solucién no trivial (puesto que no todas las
o; son iguales a cero) para cualquier valor de x en el segmento
a<{x<b. Por lo tanto, el determinante del sistema (2.19), que
es el wronskiano W [y, ¥, ..., y,], es igual a cero en cada punto x
del segmento a<C x<Cb.

Teorema 2.6. Si las funciones linealmente independientes
Y1» Yss ..., Y, son soluciones de la ecuacion lineal homogénea

YO+ py () V4 L p, (x)y =0 (2.20)
con coeficientes continuos p;(x) en el segmento a<{x< b, entonces
el wronskiano

1 yg e !/;,1
W (x) = Y Ya -+ Yn
g s | g
es diferente de cero en todos los puntos del segmento a<x<Cb.
Demostracioén. Supongamos que en cierto punto x=x, del
segmento a < x<b, el wronskiano W (x,)=0. Escojamos las cons-

tantes «; (i=1, 2, ..., n) de manera que se satisfaga el sistema
de ecuaciones

CL‘Z!/’2 (X0)+ s —l' &Y, (XO)=O,
%olYs (Xo) T - -+ () =0,

a1 (Xo)
Y1 (%)

i (50 4 0 () -+ (1) =

y que no todas las a; sean iguales a cero. Esta eleccion es posible,
va que el determinante del sistema lineal homogéneo (2.21) de n
ecuaciones con n incoégnitas «; es igual a cero, W (xg)=0 vy, por
lo tanto, existen soluciones no triviales de este sistema. Para tales
a; la combinacién lineal

Y=ol (¥) + a4 (X) 4. . . + oy, (%)
es solucion de la ecuacién lineal homogénea (2.20) que satisface,

_1_ _,_

(2.21)
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debido a las ecuaciones del sistema (2.21), las condiciones iniciales

nulas
g =0, ¥ () =0, ..., g (xp)=0. (2.22)

Estas condiciones iniciales, evidentemente, son satisfechas por la
solucion trivial y==0 de la ecuacion (2.20) y, de acuerdo al teo-
rema sobre la unicidad de la solucidn, a las condiciones iniciales
(2.22) las satisface solo dicha solucion. Por lo tanto, oy, (v) +
- Olp (X) ... +a,y, (x)=0 v las soluciones y,, Y, ..., Y,
contrariamente a la hipodlesis del teorema, son linealmente depen-
dientes.

Observacidon 1. De los teoremas 2.5 y 2.6 se deduce que
las soluciones y;, y,, ..., y, de la ecuacion (2.20), linelamente
independientes en el segmento a<Cx<Cb, son también linealmente
independientes en cualquier segmenio a,<{x<Cb,, situado en el
segmento a < x < b.

Observacion 2. En el teorema 2.6, a diferencia del teo-

rema 2.5, se supuso que las funciones y,, y,, ..., y, eran solucio-
. nes de la ecuacion lineal homogénea

7 (2 20) con coeficientes continuos. Renun-
ciar a esta exigencia y considerar a

Yi» Y5, ..., Y, funciones cualesquiera

que posean derivada (n—1)—ésima con-

tinua no es posible. Es facil citar
ejemplos de funciones linealmente inde-

<~ pendientes que no son, claro esta, solu-
ciones de la ecuacién (2.20) con coefi-
cientes continuos, para las cuales el wrons-

Fig. 2.1 kiano no sélo es igual a cero en dife-

rentes puntos, sino que incluso es idén-

ticamente nulo. Supongamos, por ejemplo, que en el segmento
0<Cx<{2 estan definidas las siguientes funciones y,(x) e y,(x):

Y ()= (x—1) si 0y

NS S

€ Y, (x) =0 si 1< x<2,

Ya(x):0 si 0T
€ Yo (X) == (x—1)> si 1 Jw<L2
(fig. 2.1).

% y?!:eo, para 0<Cx<(2, puesto que en el
1 21

segmento 0<Cx<C! la segunda columna esta formada por ceros,
y para | <x<C2 la primera columna se compondrd también de
ceros. Sin embargo, las funciones y,(x) e y,(x) son lineaimente
independientes en todo el segmento 0<Cx<C2, ya que considerando
la identidad oy, -y, =20, 0<Cx<(2, al principio en el seg-

Evidentemente
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mento 0<Cx << 1, llegamos a la conclusién de que o, =0, y luego,
contemplando dicha identidad en el segmento | <{x {2, se halla
que también a,-=0.
n
Teorema 2.7. La combinacion lineal y= 3 cy; con coeficientes
(=1
constantes arbifrarios de n scluciones particulares linealmente inde-
pendientes y; (i=1, 2, ..., n) en el segmento a< x<b es solu-
cion general, para a<{x<Cb, de la ecuacion lineal homogénea

ym—-p ()Y o Ep, () y=0. (2.20)

con coeficientes p;(x) continuos en dicho segmento (i=1, , n).
Demostracion. La ecuacion (2.20) para a<\<b satlsface
las condiciones del teorema de existencia y unicidad. Por ello, la

n

solucion y= ¥ ¢y, si a<<x<Cb, serd general, es desir, contendra

“
a todas las soluciones particulares sin excepcidn, si es posible esco-
ger las constantes arbitrarias ¢; de manera que se satisfagan las
condiciones iniciales dadas arbitrariamen‘e

Y(X) =Yo» ¥ (X0} = Yo, -y YTV (o) =y,
donde x, es un punto cualquiera del segmento a<Cx <Cb.
Al exigir que la solucidén y:.x c;y; satisfaga las condicicnes

iniciales impuestas, obtenemos un sistema de n ecuaciones lineales
con respecto a ¢; (i=1, 2, ..., n)

& €l (%0) = Yo,

l
I
Z{ Clyl Xo y("n }
\\ Cl’[” 1)(\ ) m D J

de n incdgnitas ¢;, cuyo determinante es diferente de cero, puesto
que dicho determinante es el wronskiano W (v,) de n soluciones
linealmente independientes de la ecuacion (2.20). Por lo tanto, este
sistema es pesoluble con respecto a ¢; para cualquier x, del seg-
mento a<{x<{b, y para cualesquiera <e0undos miembros.

Corolario del teorema 2.7. El nimero mdximo de soluciones
linealmente independientes de una ecuacion lineal homogénea es igual
a su orden.

Observacidén. Se llama sistema fundamental de soluciones
de una ecuacién lineal homogéiiea de n-ésimo ordeii al conjunto de
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.cualesquiera n_ soluciones particulares linealmente independientes.
Para cada ecuacién lineal homogénea (2.20) existe un sistema fun-
damental de soluciones. Para la construccion de un sistema fun-
damental de soluciones, se dan arbitrariamente n2 cifras

g (x) (=1,2, ..., k=0, 1, ..., n—1),

sometiendo su eleccion exclusivamente a la condicion

Y1 (%) Y (Xo) oo Y (Xg)
Y1 (xo) Y2 (Xo) oo Ynlxo) =0,
B BT Y ()

donde x, es un punto cualquiera del segmento a <C x <Cb. Entonces las
soluciones y; (x) determinadas por los valores iniciales ¥ (x,)
(=0, 1, ..., n—1);, i=1, 2, ..., n), forman un sistema funda-
mental, puesto que su wronskiano W (x) en el punto x=x, es
diferente de cero y, por lo tanto, en virtud del teorema 2.5 y del
2.6, las soluciones y,, ¥,, ..., ¥, son linealmente independientes.

Ejemplo 4. La ecuacién y"—y=0 tiene las evidentes soluciones parti-
culares linealmente independientes y,—=e* e y,=e~% (véase la pag. 99,
ejemplo 2); por lo tanto, la solucién general tiene la forma y=ce* 4-ce™*.
EJemplo 5. La solucion y=ce*+cochxcgshx de la ecuacién
—y =0, no es solucién general, ya que las soluciones e*, chx, shx, son
linealmente dependlentes Las soluciones 1, chx, shx, son linealmente indepen-
dientes y, por lo tanto,

rre

y=c1+c,chx-+cyshx,
donde ¢, ¢, y ¢3 son constantes arbitrarias, sera solucién general de la ecua-
cion antedicha.

Conociendo una solucién particular no trivial y, de la ecuacién
lineal homogénea

Y PR YT, (1) =0 (2.20)
se puede, por medio de la sustitucion y=y, S udx, reducir su orden
manteniendo la linealidad y la homogeneidad.

En efecto, la sistitucién yzylgudx se puede reemplazar por
dos sustituciones: y=y,z y 2’=u. La transformacién lineal homo-

génea
y=12 (2.23)

conserva la linealidad y la homogeneidad de la ecuacién (véase
la pag. 97); por lo tanto, la ecuacion (2.20) se reduce en este
caso a la forma

ay ()2 +a, (x)2* V4 ... +a,(x)2=0. (2.24)
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Ademas, a la solucion y=y, de la ecuacién (2.20) le corresponde,
en virtud de (2.23), la solucién z==1 de la ecuacién (2.24). Sus-
tituyendo z=1 en la ecuacién (2.24), se obtiene a,(x)=0. Por
consiguiente, la ecuacién (2.24) tiene la forma

g (X)2M+a; (x) 2"V g, ()2 =0,
y la sustitucién 2=u reduce su orden en una unidad:
ay () u" V4a, (a2 4+, 4-a, (X)) u=0.

Obsérvese que la misma sustitucién y:ylsudx, donde y, es
soluciéon de la ecuacion L[y]=0, reduce en una unidad también
el orden de la ecuacién lineal no homogénea L [y]=f(x), puesto
que dicha sustitucion no altera el segundo miembro de la ecuacidn.

Conociendo k soluciones linealmente independientes en el seg-
mento a<<x<<b, ¥y, 45, ..., Yy, de la ecuacion lineal homogénea,
se puede reducir su orden hasta n—#k, en el mismo segmento
a< x<b.

En efecto, reduciendo en una unidad el orden de la ecuacién

Ly]=0 (2.20)

por medio de la sustitucion y:ykSudx, obtenemos nuevamente
una ecuacién lineal homogénea

ay()ur V4a ()un~2+ ... La, ;(Hu=0 (2.25)

de orden n—1. Ademas, conocemos k£—1 soluciones linealmente
independientes de ésta:

g1\’ /y2>' (yk-l\'
U, == U, = | = .. U, 1=
t <.‘/k/ T e/ TR ye /7
las cuales se obtienen colocando sucesivamente y=y,, y=y,, ...
’

e Y=Y, €N y=y, (udx o bien en uz(yi> . {Obsérvese que
a la solucién y=y, ya utilizada para la reduccién del orden de
la ecuacion (2.20) le corresponde la solucion trivial u=0 de la
ecuacion (2.25)).

Las soluciones uy, 4y, ..., u,_, son linealmente independien-
tes, puesto que si entre éstas existiera una dependencia lineal en
el segmento a<Cx<{bh:

Oty A- Qg + . . Oy Uy =0,
o bien

o (i—;\),—%az <z~z>,—f— Ce Oy <_y;;_;1>’:_:_0, (2.26)

donde por lo menos un o;==0, entonces multiplicando por dx
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e integrando la identidad (2.26) desde x, hasta x, donde a<Cx<Cb
Y X, es un punto del segmento [a. b], {eirdriamos

N o ) e ()
Yy () =72 g () 10 k-1 Yy (x)
Yy (%) s (%o) : Yoo (Xa) ]
—loy - - a, o Oy, T =20,
L Ly (xo) © 72 yp (x0) PR (k)
o bien, multiplicando por y,(x) y designando
(x| Yy (xy) ; 5 —1 (Xo)
— oy e e, TR L = =,
[ Yy ko) T gk (%) T k=1 (%) k
obtendriamos, contrariamente a lo supuesto al principio, una de-
pendencia lineal entre las soluciones yy, y,, ..., Y
Lylfy = Colfy = - .. -Gl =0,

donde al menos un a«;=40. De esta manera, utilizando una solu-
cion particular y,, hemos relucido el ordea de la ecuacién en una
unidad, conservando su linealidad y su homozeneidad; ademas,
conocemos k—1 soluciones linealmeate indepeadientes de la ecua-
cion transformada. Por lo tanto, por este mismo método se puede
reducir el orden en otra unidad; utilizando nuevamente otra solu-
cion y continuando este proceso k veces, obtenemos una ecuacion
lineal de orden n—=k.

Ejemplo 6.
xy"—xy +y=0. (2.27)

La ecuacion tiene la solucién particular evidente y; =x. Reduciendo el
orden mediante la sustitucion

y:xg udx, y' =xu—§-g wdx, y'=uxu'-+42u,

se reduce (2.27) a la forma
X2 - (2—x) xu=0,
de donde
du  x—2 e* : ) e¥
— = dx, U=e 7, y=x§udx=:x [CISFdx+c2].

u x J

Lema. Dos ecuaciones de la forma

YU T oWy p, () g =0, (2.28)
YU )Y g, (=0, (2.29)
donde las funciones p;(x) y q,(x) (i==1, 2, ..., n) son conlinuas

en el segmento a<{x<Cb, las cuales tienen un sistema fundamental
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comun de soluciones Yo Yy .., Y, coinciden, es decir, que
pi(X)==q;(x) (i=1, ..., n) en el segmento a < x<_b.

Domostracnon Restanto (2.29) de (2.28) mlembro a miem-
bro, obtenemos la nueva ecuacion:

[pl (X)——-ql (x)] y(n—l);< [p (‘ —q, )C)] y(n D
: +[pn(v) qn(v)]y (230)

cuyas soluciones son las funciones y,, y,, ..., y,, que satisfacen
simultaneamente a las ecuaciones (2.28) y (2.29).

Supongamos que por lo menos uno de los coeficientes de la
ecuacion (2.30) [p;(x)—gq; (¥)] sea diferente de cero al menos en un
punto x, del segmento a<Cx<Cb. Entonces, en virtud de la con-
tinuidad de las funciones p;(x) v g¢;(x), este coeficiente seria
diferente de cero en cierto entorno del punto x, y, por lo tanto,
en dicho entorno las funciones y,, y,, ..., y, serian soluciones
linealmente independientes de la ecuacion lineal homogénea (2.30),
de orden no mayor que n—1, lo cual contradice al corolario del
teorema 2.7. Esto significa que todos los coeficientes de la ecua-
cion (2.30)

pi(¥)—q,(x)=0 (=1, 2, ..., n),

es decir, p;(x)=gq;(x) (i=1, 2, ..., n) en el segmento a<C x<b.
De este modo, el sistema fundamental de soluciones y,, y,, ...
.., Y, determina por completo la ecuacidn lineal homogénea

YU R YT p, (9 =0 (2.28

y, por consiguiente, se puede plantear el problema de hallar la
ecuacion (2.28) que posea el sistema fundamental de soluciones

Yo Yoo - Yu-
Como cualquier solucion y de la ecuacion buscada (2.28) debe
ser linealmente dependiente de las soluciones y,, y,, ....y,, enton-
ces el wronskiano W [y, ¢», ..., Y, y]-=0. Escribamos esta ecua-

cién en forma desarrollada:

Ly, Ys Yn y

Ui Ys Yn y

Y Y Yn Y ‘ =0,
yzn-:l). 'ng_,";“ '''' y‘;n'—n' ._l/.(“; 1)
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o bien, descomponiéndola por los elementos de la tiltima columna,

h y2 R yn
w | Y cee Yn )
Wiy vor - -, Y] Yy — yi"'.”' 'y:‘z""e’. _' 'y';ln;g)' Y +...=0.
y(fl) y(zﬂ) y(ﬂ)
(2.3
La ecuacién obtenida (2.31) es la ecuacién lineal homogénea bus-
cada, que posee el sistema dado de soluciones y;, y,, ..., y,
(puesto que paray=y; (i=1,2, ..., n), w Lyl, Yor « vy Yuo Y] =0).
Dividiendo ambos miembros de la ecuacion (2.31) entre el coefi-
ciente Wiy, y, ..., y,] de la derivada de mayor grado, dife-
rente de cero, la reducimos a la forma (2.28).
De aqui se deduce que, en particular,
N Yo yr’z
Yy A vy,
y’(n~'—2). .yéﬂ;m ‘‘‘‘ y (;l—'2)
. y&ll) y({l) y(ﬂ)
pl (X)—~ W[.’/lr Y, ooy y/z]
Obsérvese que el determinante
Y Y2 - Yy
Y1 Ys <+ Yn
ytl'n—;)y';n;z) - !;5{1'-2).
P
es igual a la derivada del wronskiano W [y,, ¥,, ..., y,]. En efecto,
segiin la regla de derivacién de un determinante, la derivada
yl .‘/2 o y[n
d yr Yo '~ <+ Yn
=

(N—2) 4, (n—~2) (n—2)
Yi Y2 co- Yn

(n=1) ,(n—=1) n-1
Y Y, <+ Yn

es igual a la suma sobre { desde 1 hasta n de determinantes que
se diferencian del wronskiano en que en ellos se han derivado los
elementos de la i-ésima fila, y las filas restantes se dejan sin varia-
cién. En esta suma solamente el altimo determinante, para i=n,
que coincide con el determinante (2.32) puede ser diferente de cero.
Los restantes son iguales a cero, ya que sus filas { e {41 coinci-
den.
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Por lo tanto, p, (x)=—%’, de donde, multiplicando por dx e
integrando, se obtiene
In|W|=— S pL(®)dx+Inec, W=ce_fpl (e
o bien
—f Py (x) dx
W =ce % . (2.33)
Para x=x, se obtiene c=W (x,), de donde
~f Py ax
W (x)=W (xg)e *o . (2.34)

Las férmulas (2.33) 6 (2.34), que fueren obtenidas por primera vez
por M. V. Ostrogradski e, independientemente de éste, por Liou-
ville, se llaman férmulas de Ostrogradski-Liouville.

La férmula de Ostrogradski-Liouville (2.34) puede ser aplicada
a la integracién de la ecuacidn lineal homogénea de segundo orden

V()Y Py (9 =0, (2.35)
si es conocida una soluciéon no trivial y, de la misma. Seglin la
férmula (2.34), cualquier solucién de la ecuaciéon (2.35) debe ser
también solucién de la ecuacion

I

y; y, |=cle_.l P1 (x) dx
“hy

o bien
’ . - 1 )d
yy —yi—ce ) O
Para integrar esta ecuacion lineal de primer orden lo mas facil es
aplicar el método del factor integrante.

Multiplicando por ]J.sz, se obtiene
1

400 e
dx\y1) gt

de donde
y ce—fp, (x) dx
L=\ dx-+c
Y1 S yi R

o bien

e‘f Py (%) dx
Y =Colfy + C1th S -—;i—— dx.
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§ 4. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS CON COEFICIENTES
CONSTANTES Y ECUACIONES DE EULER

l. Ecuaciones lineales homogéneascon coeficien-
tes constantes. Si en la ecuacién lineal homogénea

Qoy'™ +-ay" "V .ty =0 (2.36)

todos los coeficientes a; son constantes, entonces sus soluciones par-

ticulares pueden ser halladas en la forma y=-e**, donde k es una

constante. En efecto, sustituyendo en (2.36) y=¢e** e y'P’ = kpe**
(p=1,2, ..., n), tendremos:

agke** - a ket L g eft = 0.

Dividiendo entre el factor e**, diferente de cero, se obtiene la lla-
mada ecuacion caracteristica
agk® -a k" 4L -a,_1k-a,=0. (2.37)

Esta ecuacion de n-ésimo grado determina los valores de %k para
los cuales y=e* es solucion de la ecuacién lineal homogénea ini-

cial con coeficientes constantes (2.36). Si todas las raices ky, ks, . . ., &,
de la ecuacién caracteristica son diferentes, entonces de esta forma
se hallan n soluciones linealmente independientes ek, ekex, .. .| ekur

de la ecuacién (2.36) (véase la pag. 99, ejemplo 2). Por consi-
guiente,
y=cieh® - cgeker oL g e,

donde ¢; son constantes arbitrarias, es solucién general de la ecua-
cion inicial (2.36). Este método de integracion de las ecuaciones lineales
con coeficientes constantes fue aplicado por primera vez por Euler.

Ejemplo 1. ,
Y —3y" 4 2y=0.

La ecuacion caracteristica tiene la forma k% —3k-+2=0; sus raices son k;=1,
ky=2. Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién inicial tiene la forma
Y=ce¥ -Cye2%.

Ejemplo 2

ylll_y, :0'

La ecuacién caracteristica 23— k=0 tiene las raices k,==0, ky=1, ky=—1. La
solucion general de dicha ecuacién es y=:c¢, -+ c,e* +c,e~*.

Puesto que los cceficientes de la ecuacion (2.36) se presuponen
reales, las raices complejas de la ecuacién caracteristica pueden
aparecer solo en pares conjugados. Las soluciones complejas e+ =
y e* ¥ x  correspondientes al par de raices complejas conjugadas

ki=a-+Bi y ky=0a—pi,
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pueden ser sustituidas por dos soluciones reales: por las partes real
e imaginaria (véase la pag. 98) de una de las soluciones.

e+ % — g% (cos Px i sen Pux),
o bien

e~ % - % (cos Px—i sen Px).

De esta manera, al par de raices complejas conjugadas &, , =a + i
le corresponden dos soluciones reales: e** cos Bx y e**sen Px.

Ejemplo 3.
Y +4y" +5y=0.
La ecuacién caracteristica tiene la forma k2--4k45=0, y sus raices son
Rys==—2 + i. La solucién general es
y=e~2%(c, CoS Xy Sen x).
Ejemplo 4.
y" +a?y=0.
La ecuacién caracteristica k2--a>=0 tiene las raices k; ,= 4 ai. La solucién
general es
Y=c COS ax ¢, sen ax.

Si entre las raices de la ecuacién caracteristica hay raices miil-
tiples, entonces la cantidad de soluciones distintas del tipo e** es
menor que n y, por lo tanto, las soluciones linealmente indepen-
dientes que faltan deben ser buscadas en otra forma.

Demosiremos que si la ecuacién caracteristica tiene la raiz &, de
multiplicidad «,, entonces no sélo e** sera soluciéon de la ecuacion
inicial, sino también xet*, xPekix .. x%—1ekix,

Supongamos primeramente que la ecuacion caracteristica tiene
la raiz k; =0 de multiplicidad «,. Por lo tanto, el primer miembro
de la ecuacion caracteristica (2.37) tiene, en este caso, el factor

comin k%, es decir, los coeficientes a,=a,_;= ... =an_-q+1=0,
y la ecuacion caracteristica tiene la forma
agk® -k - g k=0,

La ecuacién diferencial lineal homogénea correspondiente
aoy(") ’|[' aly(”_l)_:_ e —:" an_a-y(ai) —_ 0?

posee evidentemente las soluciones particulares 1, x, x?, ..., x%~1,
ya que la ecuacion no contiene derivadas de orden menor que a,.
De esta manera, a la raiz multiple k;=:0, de multiplicidad a,, le
corresponden «, soluciones linealmente independientes (véase la
pag. 99, ejemplo 1)

1, x, x2, ..., x%~1,
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Si la ecuacién caracteristica tiene una raiz k;5=0 de multipli-
cidad a;, entonces la sustitucion de variables

y = ekixz (2.38)

reduce el problema al caso ya analizado de una raiz mualtiple igual
a cero.

En efecto, la transformacion lineal homogénea de la funcion
desconocida (2.38), como fue indicado en la pag. 97, conserva la
linealidad y la homogeneidad de la ecuacion. La constancia de los
coeficientes en la sustitucién de las variables (2.38) también se
conserva, puesto que

—1 5
Yy = (zehx )P = eki"<z‘l”+pz‘l"“ki +E%|_) 2PVR L _Il__zk?> ,

y después de la sustitucién en la ecuacion (2.36) y de la divisién
entre ef*, los coeficientes de 2, 2’, ..., 2™ que quedan son cons-
tantes.

De esta manera, la ecuacién transformada serd una ecuacion
lineal homogénea de n-ésimo orden con coeficientes constantes:

bez™ +4-byzn~ b+ L +b,2=0, (2.39)
y las raices de la ecuacidn caracteristica
agk +ak""t 4+ .. +a,=0 2.37)

se diferenciaran de las raices de la ecuacién caracteristica de la
ecuacion transformada (2.39)

bop™ +-byp" b 4b,=0 (2.40)

en el sumando k;, puesto que entre las soluciones y=et* de la
ecuacion (2.36) y z=e7* de la ecuacidén (2.39) debera existir la
dependencia y==2ze**, o bien e**=er*etx, de donde k-=p--k;. Por
lo tanto, a la raiz k=#k; de la ecuacién (2.37) le corresponde la
raiz p;=0 de (2.40).

No es dificil comprobar que en esta correspondencia se conserva
también la multilpicidad de la raiz, es decir, que la raiz p;=0
serd de multiplicidad a;.

En efecto, la raiz maltiple 2, de la ecuacion (2.37) se puede
considerar como el resultado de la coincidencia de diferentes raices
de esta ecuacién al variar sus coeficientes. Pero entonces, debido
a la dependencia k= p-k;, coincidiran también con p=0 a; rai-
ces de la ecuacion (2.40).

A la raiz p=0 de multiplicidad «, le corresponden las solucio-
nes particulares z=1, z=x, ..., z=x*-1. Por consiguiente, a la
raiz k; de multiplicidad a; de la ecuacién (2.37) le corresponderan
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las a; soluciones particulares
y=ekx, y=xekix . 5 y=x%-lgkix (2.41)

debido a la dependencia y= ze®*.
Queda por demostrar que las soluciones

ek,-x’ xekix’ e, X1 ekix (i: 1, 2, ., m), (2.42)

donde m es el niamero de diferentes raices k; de la ecuacion carac-
teristica, son linealmente independientes. Pero esto fue demostrado
en el ejemplo 3 de la pag. 100.

. Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién (2.36) tiene la
orma

| NoE]

Y= 2 (Coi - CriXx 4 Cox®+ . . . +Cqymq, s X¥71) €%,

I

Il
-

donde c,; son constantes arbitrarias.

Ejemplo 5.
y"'—3y"+3y'——y=0.

La ecuacidén caracteristica k3 —3k2+3k—1=0, o bien (k—1)3=0, posee la raiz
triple ky » 3=1. Por consiguiente, la solucién general tiene la forma

y=(c1+Cox+cax?) e*.
Si la ecuacién caracteristica tiene una raiz multiple compleja

p+gi de multiplicidad o, entonces sus soluciones correspondientes
e(p+qi)x’ xe(p+ql')x’ xze(p+qi)x, el xa—le(p-l—qi)x

se pueden transformar mediante las férmulas de Euler
ePHah X — eP¥ (cos gx - i sen gx)

y, separando las partes real e imaginaria, obtener 2a soluciones
reales:

eP¥ cos gx, xeP* cosqx, x®eP*cosqx, ..., x*~1epP% cos gx, ]

px Y23 2,p% a—1 ,px ' (243)
errsengx, xer” senqgx, x‘ertsengx, ..., x er* sen gx. j

Tomando las partes reales e imaginarias de las soluciones co-
rrespondientes a la raiz conjugada p—gqi de la ecuacién caracteris-
tica, no se obtienen nuevas soluciones linealmente independientes.
De esta manera, al par de raices complejas conjugadas p + qi de
multiplicidad o le corresponden 2a soluciones reales linealmente
independientes (2.43).

Ejemplo 6.
ylV+2y”+y=0.
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La ecuacion caracterislica k*-}-2k2-+1=0, o bien (k2--1)2-==0, tiene la raiz
doble + i. Por lo tanto, la solucién general es de la forma

==(¢1 - C2x) COS X 4 (€3 -|- C4¥) s€M X.
116 T (Cs-1-Cy

2. Ecuaciones de Euler. Las ecuaciones de la forma
AWy guxn Tyl g,y -a,y =0,  (2.44)

donde todas las a; son constantes, se llaman ecuaciones de Euler.
La ecuacion de Euler se reduce, mediante la sustitucion de la va-
riable independiente x=:¢'*), a una ecuacion lineal homogénea con
coeficientes constantes.

En efecto, como fue seflalado en la pag. 96, la linealidad y la
homogeneidad de la ecuacion se conservan en la transformacion de
la variable independiente, y los coeficientes se vuelven constantes,
puesto que

dy __dy
dx ~ d¢ ’
By o (4 d)
e ar T dt)
d*y dy | o d%y dy
ﬂ—e ( IETﬁgajz— e +6k dt,‘) (245)

donde todas las B, son constantes, y al sustituir en la ecuacion (2.44)
los factores e #' se simplifican con los factores x*=:e",

La validez de la igualdad (2.45) puede ser facilmente demostrada
por el método de induccion. En efecto, suponiendo que (2 45) se
cumple, y derivandola nuevamente respecto a x, se demuestra la

. .. di+1y
validez de (2.45) también para e
dx
df+1y — 41yt dy - ditly
Ak 1 —=e <61 drz - ﬁz dt-’ o +ﬁk W)_
- dy , d?y
— ke~ k¥ D! (51 J- ﬁo dtzj";" oot B dtk) =
—ktDt : dé+1y

=¢e (k+1) <‘V1 dt ] ‘\ d[2 — - ..‘—}—'Yk_*_l—dt—k:—l—),

donde todas las y; son constantes.
De este modo, la validez de la férmula (2.45) queda demostrada
y, por lo tanto, los productos

d* d daz d*

x2Y . Y. Y Y

2 51—‘75zdt—zﬂ‘~~+f5kdt—k

*) O bien x=—e’, si x < 0; en lo sucesivo consideraremos, para mayor

determinacion, que x > 0.
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que entran en forma liiieal coii coeficieules coistaiites eir la ecua-
cion de Euler

n

N k

> a, LYo 2.44")
k=0 dx

se expresan en forma lineal (y con coeficientes constantes) mediante
las derivadas de la funcion y respecto a la nueva variable ¢. De
aqui se deduce que la ecuacién transformada serd una ecuacién
lineal homogénea con coeficientes constantes:

R R ) (2.46)

En lugar de transformar la ecuacién de Euler en una ecuacién
lineal con coeficientes constantes, cuyas soluciones particulares
tienen la forma y=e*, se puede buscar directamente la solucién
de la ecuacién inicial en la forma y=x* ya que

ekt = x*.

La ecuacién obtenida después de simplificar entre x*
agk (R—1) ... (k—n-Fl)-Lakk—1) ... (k—n+2)+...
... +a,=0 (2.47)
para la determinacién de k, debe coincidir con la ecuacién carac-
teristica para la ecuaciéon transformada (2.46). En consecuencia,

a las raices k; de la ecuacion (2.47), de multiplicidad «;, le corres-
pondeii las soluciones

ekit,  fekid, ekl . foimtekd
de la ecuacién transformada, o bien las
Xk, xkilnx, xkiln2x, ..., xkiln®i-ix

de la ecuacion inicial. A las raices complejas conjugadas p + gi de
la ecuacion (2.47) de multiplicidad a le corresponden las soluciones

ertcosqgt, terfcosqt, ..., 1*~lePlcos gt,
ertsenqt, teflsengt, ..., t* lePlsen gt
de la ecuacién transformada, o las
xPcos(glnx), xPlnxcos(glnx), ..., x»?In*"!xcos(qlnx),
xPsen(glnx), xPlnxsen(glnx), ..., ¥»In*"!xsen(qlnx)

de la ecuacion inicial de Euler.

Ejemplo 7.
xzy"+%xy’~y=0.
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Buscamos la solucidon en la forma y=ux#; k(k—l)—}—gk——lzo, de donde

klzg, ky=—2. Por lo tanto, la solucién general para x > 0 tiene la forma
1
y=c1x % fcox2.
Ejemplo 8.
x?y" —xy’ +y=0.
Buscamos la solucién en la forma y=x*; k(k—1)—k--1=0, o bien (k—1)2=0,
k; »=1. Por consiguiente, la solucién general para x > 0 sera

y=(,+c Inx)x.
x2y" 4 xy' +y=0.

Hallamos la solucién en la forma y=x*; k(k—1)4+k+1=0, de donde %k, ,=
=4 . Por consiguiente, la solucion general para x > 0 tiene la forma ’

Ejemplo 9.

y=c;ycos Inx+c,seninx.

Las ecuaciones de la forma
a,(ax+b)"y'"™ +a, (ax +b)yr"1y-dL |
gy (ax+b)y +a,y=0 (2.48)

se denominan también ecuaciones de Euler, y se reducen a la ecua-
cioén (2.44) por medio de la sustitucion de la variable independiente
ax-+b=ux,. Por lo tanto, las soluciones particulares de esta ecuacién
se pueden buscar en la forma y= (ax-+b)*, o transformar la ecua-
cion (2.48) a una ecuacion lineal homogénea con coeficientes cons-
tantes, mediante la sustitucién de las variables ax-+b=e' (o bien
ax+b=—et, si ax+b<0).

§ 5. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS
La ecuacién lineal no homogénea tiene la forma

Q)Y +a; ()Y fa, () y =9 (¥).

Si ay(x) %0 en el intervalo considerado de variacién de x, entonces
dividiendo entre a,(x) se obtiene

Yy Ep )y p, () y = (%) (2.49)

Esta ecuacién, conservando las notaciones anteriores, la escribiremos
en forma compacta:
Lly] =T (»).

Si para a<<x<(b, en la ecuacién (2.49) todos los coeficientes
p; (x) y el segundo miembro f(x) son continuos, entonces ella posee
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una solucién tnica que satisface las condiciones
y®P (k) =y (=0, 1, ..., n—1),
donde y¢¥ son niimeros reales cualesquiera, y x,, un punto arbitrario

del intervalo a << x <b.
En efecto, el segundo miembro de la ecuacién

Y= Py (D) g — Py () §I— . —p () g () (2:49))

en un entorno de los valores iniciales considerados satisface las
condiciones del teorema de existencia y unicidad:

1) el segundo miembro es continuo en todos sus argumentos;

2) posee derivadas parciales acotadas respecto a todas las
y®P k=0, 1, ..., n—1), puesto que dichas derivadas son iguales
a los coeficientes —p,_, (x), que son, por hipétesis, continuos en
a < x < b. Sefalemos una vez mas que sobre las condiciones iniciales
y¥ no se establecen ningunas limitaciones.

De las dos propiedades fundamentales del operador lineal

L{cy =cLIy],
L{y,+yol =L [y:1] + L [9,],

donde ¢ es una constante, se deduce directamente que:
1) La suma y-+y, de una solucion y de la ecuacién no homogénea

L{yl=F () (2.49)

y de una solucion y, de la ecuacion homogénea correspondiente
L[y]=0, es solucién de la ecuacién no homogénea (2.49).
Demostracidn.

L [.Z/‘H/l] =L [!;] +L[n];
pero L [g] =f(x) y L[y;]=0. Por consiguiente,

Lly+ul=Ffw®.
2) Si y; es solucion de la ecuacion Lyl =f;(x)(i=1, 2, ..., m),
entonces y= Yoy, es solucion de la ecuacin
i=1

L [y] ziglaifi (X),

donde las o; son constantes.
Demostracion.

L[ 3 o] = 3 Llawl= 3wl o) (2.50)
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pero Liy,J=F;(x). Por lo tanto,
L| 2w | = 2 ofi ().

i=1
Esta propiedad, denominada con frecuencia principio de super-
posicion, conserva evidentemente su validez también para m — oo,

o
si la serie Zaiyi converge y puede ser derivada término a término n
i=1

veces, puesto que en este caso es posible pasar al limile en las
tdentidades (2.50).

3) Si la ecuacién L[y)=U (x)--iV (x), donde todos los coeficien-
tes p;(x) y las funciones U (x: y V (x) son reales, tiene la solucion
y=u(x)+iv(x), entonces la parie real u(x) y la parte imaginaria
v (x) son respectivamente soluciones de las ecuaciones

Lly]=Ux y Llyl=V(x),
Demostracion.

L{u+iv]=U (v) -+ iV (x),
o bien
L{u] +iL{o]=U (x) = iV (x).

Por lo tanto, las partes reales L [u]=U (v) e imaginarias L [v]=
V (x) son iguales por separado.

Teorema 2.8. La solucidn general en el segmento a<Cx< b de
la ecuacion L{y]=f(x) con coeficientes p;(x) y con segundo miembro
f(x) continuos en dicho segmento, es igual a la suma de la solucion

n
general ¥ cy; de la ecuacion Fomogénea correspondiente y de cual-
i=1

quier solucién particular y de la ecuacion no homogénea.
Demostracion. Hay que demostrar que

n ~
y.—;.i; Ciyi'%‘ Y, (2.5])

donde ¢, son constantes arbitrarias e y,(i=1, 2, ..., n), las solu-
ciones linealmente independientes de la ecuacion homogénea corres-
pondiente, es solucion general de la ecuacién no homogénea L [y]=
= f(x). Tomando en cuenta 1) (pag. 117) y la validez del teorema
de existencia y unicidad para la ecuacién considerada, hay que
demostrar que escogiendo las constantes ¢, en (2.51) se pueden
satisfacer las condiciones iniciales dadas arbitrariamente

Y9 (x) =y® (=0, 1, 2, ..., n—1), (2.52)
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donde a <Cx,<Cb. Exigiendo que la solucion (2.51) satisfaga las
condiciones iniciales (2.52), se llega al sistema de ecuaciones

Ciy; (Xo) + Z/ (x0) == Yy,

s

-.

A=

2w (e0)+ 5 () = 0,

=

" o~ \ 2.53
Y il (o) 5 (50) = Ui (2.55)

i

S .

Wl C{y}n—l) ("'0) - y(n— n (xo) . y((]n—l)'

L

Este sistema de n ecuaciones con n incdgnitas, lineal con respecto
a las constantes ¢;, para cualesquiera segundos miembros, permite
solucién tnica con respecto a ¢;(i=1, 2, ..., n), ya que el deter-
minante del sistema (2.53) es diferente de cero para cualesquiera
valores de x en el segmento a<Cx<Cb y, en particular, para x = x,,
por ser el wronskiano W [y, y,, ..., y,] del sistema de soluciones
linealmente independientes de la ecuaciéon homogénea correspon-
diente.

Por lo tanto, la integracion de la ecuacién lineal no homogénea
se reduce a hallar una solucién particular de dicha ecuacion y a
integrar la ecuacion lineal homogénea correspondiente.

Ejemplo I
¥ 4y=x

Una solucion particular de esta ecuacion y==x es inmediata; la solucién general
de la ecuacién homogénea correspondiente tiene la forma

y=cycosx+cssenx (véase la paz. 111, ejemplo 4).
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién no homogénea inicial es
Yy=C Ccosx+c,senx-+x,

Si la eleccion de una solucion particular de la ecuacién no homo-
génea es dificil, pero la solucién general de la ecuacion homogénea

n
correspondiente y:.?rc,'y,' ya fue hallada, entonces se puede integrar
i=

la ecuacion lineal no homogénea por el método de variacion de las

constantes.
Al aplicar este método, la sclucion de la ecuacion no homogénea

"1 .
se busca en la forma y= Y c;(x)y;, ¢ sea que en esencia, en lugar
i=1
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de la funcién incégnita y introducimos n funciones desconocidas

¢; (x). Puesto que escogiendo las funciones c;(x)(i=1, 2, ..., n)
hay que satisfacer solamente una ecuacion
YO P ) ST P (9 y =1 (), (2.49)

se puede exigir que estas n funciones c;(x) satisfagan otras n—1
ecuaciones, las cuales se escogen de manera que las derivadas de la

funcién yséci (¥)y; (v) tengan en lo posible la misma forma que
=1

tienen cuando las ¢; son constantes. Escojamos c;(x) de manera tal
que la segunda suma de

?

y = cwmu g x) y; (%)

ﬁw:

sea igual a cero,

3G w6 =

y, por lo tanto,
A AACTAGE

es decir, que y’ tiene la misma forma que cuando las ¢; son cons-
tantes. De la misma manera, en la derivada segunda

é x) yt + 2‘ Cz (x) .’/z

exigimos que la segunda suma sea igual a cero, con lo cual se
somete ¢; (x) a la segunda condicidn:

3

()C) yz =0.

i
Continuamos calculando las derivadas de la funcidén yzznc,» (k)yi
i=

de orden hasta n—1 inclusive, e igualando cada vez a cero la
suma 21 c; (x) yi® (x):

2 WyP (=0 (k=0,1,2 ..., n—2),  (2.50)
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obtenemos
y=2 () Y
Y’ =l§ ¢; (%) Uz,
Y :[zl ¢ (X) Y, (255)

{
I 2o,
y(n) = 21 ¢ (X) yﬁ.n) - Zl C; ()‘) yﬁ'""“-
L= L=

En la dltima igualdad no podemos exigir que 2,0 4t =0, puesto

que las funciones ¢;(x) ya estdn sometidas a las n—1 condiciones
(2.54), y hay ain que satisfacer la ecuacién inicial (2.49). Susti-
tuyendo y, y’, ..., y"™ de (2.55) en la ecuacion

Yy Ep (YT p, () y =T (%), (2.49)

se obtiene la ecuacion que falta para la determinacién de c;(x)
(i=1, 2, ..., n). Es evidente que en el primer miembro de (2.49)

r'l r ’ .
queda sélo la suma zlc[ ()y"~P, ya que todos los términos res-
=
tantes tienen la misma forma que cuando las c¢; son constantes,
n
y cuando éstas son constantes, la funcion y———Zc,-yl- satisface la
i=

ecuacién homogénea correspondiente.
Esto puede verificarse también mediante el calculo directo:

n n n n
,21 iy + 2 iy + py (%) 21 iy - p, (x),Z}l CystTR L
i= 1= i= =

-+ P ()C) iél:l CY: = f (X),

o bien
2 cyit Tl 4 2n. (47 = pr (DY P+ P, (Y] =), (2.56)

Todas las y; son soluciones particulares de la ecuacién homogénea
correspondiente; por con51gu1ente yi" - 1 (X) Y b
Ap, (X y;=0 (i=1, 2, ..., n), y la ecuacioén (2. 56) toma la
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forma
i ’ (n 1) R (,\‘).

De esta manera, las funciones ¢, (x) (i =
del sistema de n ecuaciones lmeales

2, ..., n) se determinan

) € (x) Y=
i=1
n
€ () y: =0,
i=1
2 ci(v)yi—0, |

(2.57)

1]

¥ Y Yn

5 Yo Yn
(n-1 -1 (-1

9n' Y Yn

es el wronskiano de las soluciones linealmente independientes de la
ecuaciéon homogénea correspondiente. Al determinar de (2.57) todas
las ¢; (x) =@;(x) por cuadraturas, hallamos

6 (x) = { o (xdx+c.
Ejemplo 2.
1

cosx

y'-ty=

La solucién general de la ecuacion homogénea correspondiente tiene la forma
y==c; cos x--c, senx. Variemos ¢, v ¢,:

Yy=c, (x) cos x—c, (x) sen x.
21 (x) y ¢a(x) se determinan del sistema (2.57):
c'l (x) cos x—l—c.é (x)sen x=0,

—o (x) sen x +c; (x) cos x =

cos x’
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de donde
—sen x
€os X

1 (x)= , ¢ (¥)=In |cos x| 4-¢;;

=1, c@=x+6
La solucion general de la ecuacién inicial es:
§ = €1C0S X =+ C, Sen x - ¢0s x In | cos x |+ x sen x.
Ejemplo 3.

x--atx=[ ().

La solucién general de la ecuacion homogénea correspondiente tieme la forma
x:=¢y cosal+-cysenat. Variando las constantes: x=c, (¢) cos at +c, (¢) sen at,
se obtiene

c1 (2) cos at +ch (£) sen at == 0,
—acy (£) sen af 4-acs (¢) cos at = (1),

de donde
t
a(t)y=— % f(t)ysenat, ¢y (£)=— % 5 f () sen au du +¢;,
0
1 1 t
cs () == - f(t)cosat, c,(1) = S f (1) cos au du—-cy,
0
t i
x(t)=— at S [ («) sen au du {—Sigit S | () cos au du ¢, cos at +c, sen at,
0 4]
o bien

¢
x(f) :—al— 5 f (1) [cos au sen at —sen au cos at]du +c, cos at 4, sen at,
0
de donde, en definitiva, se obtiene
¢
‘5 f (1) sena (t —u) du --¢; cos at +c, sen at.
0

1
X (t) = -E
Obsérvese que el primer sumando del segundo miembro es solucion particular de
la ecuacion inicial, que satisface las condiciones iniciales x (0)=0 y x (0)=0.

De este modo, si se conocen n soluciones particulares linealmente
independientes de la ecuacion homogénea correspondiente, se puede,
por el método de variacion de las constantes, integrar la ecuacion

no homogénea
Lyl =1 ().

Si se conocen, en cambio, solamente & (donde & < n) soluciones
linealmente independientes y;, y,, ..., y, de la ecuacién homogenea
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correspondiente, entonces, como ya fue sefialado en la pag. 105, el
cambio de variables permite reducir su orden hasta n—=#&, conser-
vando su linealidad. Obsérvese que si k-=n—1, el orden de la
ecuacién se reduce a 1, y la ecuacién lineal de primer orden siempre
se puede integrar en cuadraturas.

Analogamente se pueden utilizar & soluciones de la ecuacion no

homogénea yy, y,, - .., y,, puesto que sus diferencias son ya solu-
ciones de la ecuacion homogénea correspondiente. En efecto,

Llgl=F(), Lyl =/
por lo tanto,
L [!;/_;p] =L [z/j]_L [.I;p] =fx)—f(x)=0.

Si las soluciones particulares de la ecuacién homogénea corres-
pondiente

G —90> G—p)s -+ Gaor— 1) (2.58)
son linealmente independientes, entonces el orden de la ecuacién
L [y]=f(x) puede ser reducido hasta n—(k—1). Es evidente que
las otras diferencias y;,—y, son combinaciones lineales de las
soluciones (2.58):

Y=Y ==Y — (Yp— 1)
y, por consiguiente, no pueden ser utilizadas para la reduccidén
ulterior del orden.

Seflalemos otro método, el método de Cauchy, para hallar la
solucién particular de la ecuacidn lineal no homogénea

L{y()]=(x). (2.59)

En este método se supone conocida la solucion K (x,s), que de-
pende de un pardmetro, de la ecuacion homogénea correspondiente
L[y(x)] =0, y que satisface las condiciones

K, 8)=K'(s,s)=...=K""2(s, s)=0; (2.60)
K®»=D (s, s)=1. (2.61)

No es dificil comprobar que en este caso

y()={ K (x,9)f(s)ds (2.62)

serd solucion particular de la ecuacién (2.59), que satisface las
condiciones iniciales nulas

Y(Ko)=y (X)) = ... =y""Y (x)=0.
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En efecto, derivando (2.62) y {eniendo en cuenta las condiciones
(2.60) y (2.61), se obtiene

X

y (9= K., 9)f(s)ds,

Xo

¥ (0= K (x, s)f(s)ds.

Xo

(2.63)
YO ) = §Ke0(x, 5) () ds,

y™ () = § K (6, 5) 7 (5) ds 4 F (0. J

Sustituyendo (2.62) y (2.63) en la ecuacién (2.59), obtenemos
SLIK(x 9)]f6)ds+f () =F (),
puesto que K (x,s) es solucion de la ecuacién homogénea corres-
pondiente: L [K (x, s)]=0.
La solucion K (x,s) puede ser tomada de la solucion general

y= 3 ¢;y; (x) de la ecuacidn homogénea, si se escogen las constantes
(=1

arbitlr:arias ¢; de manera que se cumplan las condiciones (2.60)
y (2.61).

Ejemplo 4. Para la ecuacién
Y +aty=J(x) (2.64)

la solucién general es y=c; cosax-+c, senax. Las condiciones (2.60) y (2.61)
conducen a las siguientes ecuaciones:

¢y cos as-+-c, sen as=0,
—ac, sen as—+-ac, cos as=1.
Por lo tanto,
senas  _ cosas

Cp = — =S
1 a s (2 a

y la solucién buscada K (x, s) tiene la forma
K (x, s)-_:% sen a (x—s).

La solucién de la ecuacién (2.64) que satislace las condiciones iniciales nulas,
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segun (2.62), se puede representar en la forma
X
Yy (x):?ll— S sen a (x—s) [ (s) ds.
Xo

Para x,=0, esta solucion coincide con la obtenida anteriormente por el otro
método (véase la pag. 123) de resolucién de la misma ecuacién.

Se puede dar una interpretacion fisica de la funcion K (x, s)
y de la solucion de la ecuacion lineal con segundo miembro en la
forma (2.62). Aqui serd mas comodo designar la variable indepen-
diente por la letra ¢.

En muchos problemas, la solucién y(¢) de la ecuacion

YW p (DY Lp (O y=F(t) (2.65)

describe el desplazamiento de cierto sistema, y la funcién f(f) es
la fuerza que actiia en este sistema; ¢ es el tiempo.

Supongamos primeramente que, para f <s, el sistema se encuen-
tra en estado de reposo, y que su desplazamiento se efectiia
debido a la fuerza f,(f), diferente de cero s6lo en el intervalo
s§<t<s-+e, y cuyo impulso es igual a 1:

s+e :
gﬂMM:L

Designemos por y,({) la solucion de la ecuacidn

YU AP O YT+ p (DY =10

Se comprueba facilmente la existencia del limite y, () cuando
e — 0, el cual no depende de la funcion f,(f), si suponemos que
ésta no cambia de signo. En efecto,

!

v ()= S K(t, 9)1.(s)ds.

fy
Aplicando el teorema del valor medio para ¢ > s--e, obtenemos

s+¢&

gt)=K(t, s+e) § fmydi=K(t, s+,

s

donde 0 < ¢*—e¢; por lo tanto,
limy, (¢)= K (¢, s).
e—>0

Por ello, es natural lamar a la funcién K (¢, s) funcién de influencia
del impulso instantaneo en el momento ¢t=s.
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Dividiendoel intervalo (¢, f) mediante los puntoss; (i =0, 1,...,m)

A__.to

en m partes iguales de longitud As:: ! , representamos la fun-

cion f(f) en (2.65) como suma de las funciones f;(f), donde f, ()
es diferente de cero sdlo en el i—désimo intervalo s;_; <t <s,.
En éste f;(f) coincide con la funcidn f(¢):

f(ty= 2 [ ().

Debido al principio de superposicion (pag. 117), la solucion de
la ecuacion (2.65) tiene la forma

p (1) = X u:(0),
donde y; son soluciones de la ecuacion
S NOV R NOPEI A0

con condiciones iniciales nulas. Si m es suficientemente grande, la
solucion y;(f) se puede considerar como funcién de influencia del
impulso inistantdnes de intensidad f,;(s;) As. Por consiguiente,

m

y(t) = ; K(t, s)f(s;) As.

Pasando al limite cuando m--- oo, se obtiene la solucion de la
ecuacion (2.65) con condiciones iniciales nulas, en la forma
t
y= S K, s)f(s)ds,

to

la cual demuestra que la influencia de la fuerza de accién continua
se puede considerar como superposicion de las influencias de im-
pulsos separados.

§ 6. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS CON
COEFICIENTES CONSTANTES Y ECUACIONES DE EULER

Al resolver ecuaciones lineales no homogéneas con coeficientes
constantes, en muchos casos es posible escoger una solucién parti-
cular sin dificultad, reduciéndose asi el problema a la integracion
de la ecuacién homogénea correspondiente.

Supongamos, por ejemplo, que el segundo miembro es un poli-
nomio de grado s v que, por lo tanto, la ecuacién tiene la forma

Qoy'™ -,y VLA, gyt ay - Agxt - AT L - AL (2.66)
donde todas las a; y las A; son constantes '



128 Capitulo I11. Ecuaciones diferenciales de orden mayor que 1

Si a,==0, entonces existe una solucién particular de la ecuacién
(2.66), que tiene también la forma de polinomio de grado s.
En efecto, sustituyendo

y=Byx*+Byx*"1+ ...+ B,
en la ecuacién (2.66) y comparando los coeficientes de iguales
potencias de x en ambos miembros, se obtiene un sistema de ecua-
ciones lineales para la determinacién de los coeficientes B;, que
es siempre resoluble si a, #0:

a,B; +sa,_18,= 4,
d:> donde se determina By,
a, By--(s—1)a,_1 By +s(s—1)a,_, By= 4,,
de donde se determina B,,
a,B;+ ... =A;
de donde se determina B,.

De esta manera, si a,540 existe una solucion particular que
tiene la forma de polinomio cuyo grado es igual al grado del poli-
nomio del segundo miembro.

Supongamos ahora que a,=0 y, para mayor generalidad, que
también a,_;=aqa, ,=...=a,_,,,=0, pero a,_,+0, o sea, que

k=0 es raiz de mult1p11C1dad o de la ecuacion caracteristica; ade-
mas, el caso a=1 no se excluye. Entonces, la ecuacion (2.66)

toma la forma
QY Fayn TV £ Aa,_ Y = AXS AT L AL (2.67)
Haciendo y* =z, llegamos al caso anterior y, en consecuencia, hay
una solucién particular de la ecuacion (2.67), para la cual
Yy =Byx* - Bxs714 .. LB,

Esto significa que y es un polinomio de grado s--«; ademaés, los
términos de grado menor o igual a a—1 de dicho polinomio
tendrén coeficientes constantes arbitrarios, que pueden ser, en par-
ticular, escogidos iguales a cero. Entonces, la solucién particular
toma la forma:

y=x*"(Byx*--Bxs7 4 ...+ By).
Ejemplo 1.
Y-y =x2+x. (2.68)

La solucién particular tiene la forma
y=Box2+le+ Bz.
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Sustituyéndola en la ecuacién (2.68) e igualando los coeficientes de los términos
de igual grado respecto a x, obtenemos

By=1, By=1, By=—2, y=x24x—2.
La solucién general es
y=2c; oS x4 cy sen x4 x2 ++x—2.
Ejemplo 2
Y'+y =x—2.
Se busca una solucién particular de la forma
y=x(Box+ By).

Sustituyendo en la ecuacién e igualando los coeficientes de los términos de ignal
grado respecto a x en ambos miembros de la identidad obtenida, se tiene

30:%, B,=—3, fj:x(%x—?»).

La solucién general es

Yy=c tce=*+x (% x—3>.

Consideremos ahora la ecuacién lineal no homogénea de la forma
ay ™ +ay" P+ tay =P (A + AT R L+ 4. (2.69)

donde todas las a, y las A; son constantes. Como fue indicado
anteriormente (pag. 112), el cambio de variables y=e?*z reduce
la ecuacion (2.69) a la forma

eP* [z + b2V . b 2]=erF (A’ + AT LAY,

o bien
bez™ + b2V b z=Ax + AT L+ A, (2.70)

donde todas las b; son constantes.
La solucion particular de la ecuacién (2.70), si b,5=0, tiene
la forma

E:Boxs—i—B,xs“‘—{— ...+Bg
por lo tanto, la solucién particular de la ecuacién (2.69) sera

y=eP*(Byx*+Bxs~1+ ...+ B,).

La condicién b,5=0 significa que £=0 no es raiz de la ecuacién
caracteristica

bok™ 4+ bykr =1+ ... +b,=0. 2.71)
Por consiguiente, £=p no es raiz de la ecuacién caracteristica
ak” +a k... +a,=0, 2.72)

puesto que las raices de estas ecuaciones estdn ligadas por la
dependencia k=#k+ p (véase la pag. 112).
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Si k=0, en cambio, es raiz de multiplicidad o de la ecuacién
caracteristica (2.71) o, en otras palabras, k= p esraiz de la misma
multiplicidad « de la ecuacién caracteristica (2.72), entonces las
soluciones particulares de las ecuaciones (2.70) y (2.69) tiene res-
pectivamente las formas

z=x" (Box*+ Byxs™14 ... + By),
y=x"eP* (Byx*+ Byxs "1+ ...+ B,).

De esta manera, si el segundo miembro de la ecuacion diferencial
lineal con coeficientes constantes tiene la forma

er¥ (AgxS+ Axs 1+ ...+ A))
y si p no es raiz de la ecuacion caracteristica, la solucién particular
debe buscarse en la misma forma:
y=ers(Byx*+Byx*"1+ ... +B).
Si, en cambio, p es raiz de multiplicidad o de la ecuacion caracte-

ristica (este caso se denomina singular o resonante), la solucion
particular debe ser buscada en la forma

y=x"eP* (Byx* +Bx*"1+4 ... +B,).

Ejemplo 3.
y"+ 9y =e>r.
La solucién particular debe buscarse en la forma
§= Bedx,
Ejemplo 4.

Y +y=e3%(x—2).
La solucién particular debe ser buscada en la forma
y~=’-’3x(30x+31)-

Ejemplo 5.
’ Yy —y=e* (x2—1).

La solucidn particular debe buscarse en la forma
!}':xex (Box®+ Byx -+ B,),
ya que k=1 es una raiz simple de la ecuacién caracteristica.
Ejemplo 6.
v 3" 3y y=e* (x—5).
La solucién particular debe ser buscada en la forma
y=x%~* (Box+ By),

debido a que k=—1 es una raiz triple de la ecuacién caracteristica,
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Obsérvese que nuestros razonamientos son validos también si
las p son complejas; por eso, si el segundo miembro de la ecuacién
diferencial lineal tiene la forma

e?* [P (x)cos gx + Q, (x) sen gx], (2‘73),

donde uno de los polinomios P,(x) 6 Q,(x) tiene grado sy el otro,’
no mayor que s, entonces, reduciendo segiin las formulas de Euler
las funciones trigonoméiricas a la forma exponencial, obtenemos
en el segundo miembro

eP*raN*R (x)+eP~ =T (x) (2.74)

donde R (x) y T,(x) son polinomios de grado s.

A cada sumando del segundo miembro se le puede aplicar la
regla anteriormente indicada, es decir, si p 4= gi no son raices de
la ecuacion caracteristica, la solucion particular se puede buscar
en la misma forma que el segundo miembro (2.74); si, en cambio,
p 4= qi son raices de multiplicidad a de la ecuacion caracteristica,
la solucién particular debe multiplicarse ademas por x*.

Si volvemos a las funciones trigonométricas, esta regla se
puede formular asi:

a) Si p-qi no son raices de la ecuacion caracteristica, la solu-
cion particular debe buscarse en la forma

y=e”* [P, (x) cos gx + Q, (x) sen qx],

donde P (x) y Q(x) son polinomios de grado s con coeficientes
indeterminados. A

Obsérvese que si uno de los polinomios Pg(x) 6 Q,(x) tiene un
grado menor que s, e incluso, en particular, es idénticamente nulo,
de todos modos ambos polinomios Pg(x)y Q,(x) tendréan, en ge-
neral, grado s. o -

b) Si p + qi son raices de multiplicidad o de la ecuacién carac-
teristica (caso de resonancia), la solucion particular debe ser buscada
en la forma

y = x*eP* [P_(x) cos gx - Q, (x) sen gx].
Ejemplo 7.
y"+ 4y’ + 4y =cos 2x.
Como los niimeros + 2i no son raices de la ecuacién caracteristica, buscamos la
solucién particular en la forma '
y=Acos 2x+ B sen 2x.
Ejemplo 8. :
y" -4y = cos 2x.

Como los niimeros + 2i son raices simples de la ecuacién caracteristica, buscamos
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la solucién particular en la forma
y=x[A cos 2x+ B sen 2x].
Ejemplo 9.
YWV +2y"+y=senx.
Puesto que los nitmeros + { son raices dobles de la ecuacién caracteristica, la
solucién particular se busca en la forma

y=x2 (A cos x| B sen x).
Ejemplo 10.
Y42y’ +2y=e~* (x cos x-3 sen x).
Debido a que los niimeros — 1 4 i son raices simples de la ecuacién caracteris-
tica, la solucién particular debe buscarse en la forma
g}:xe"‘[(on—{—Al) cos x+(Bgx+ B;) sen x].

En muchos casos, al buscar soluciones particulares de ecuaciones
lineales con coeficientes constantes con segundos miembros de la
forma (2.73), es conveniente pasar a las funciones exponenciales.

Por ejemplo, en la ecuacién

Yy —2y'fy=cosx
se puede transformar cos x por la férmula de Euler, o aiin de modo més sencillo,
considerar la ecuacién

Y —2y +y=e'¥, (2.75)
la parte real de cuya solucién debe satisfacer la ecuacién original (véase
la pag. 118).
- La solucién particular de la ecuacion (2.75) se puede buscar en la forma
y=Aelx,

Entonces .

i i .

A=-2-, y_—_?(cosx—{—tsenx).

La solucién particular de la ecuacién original es
- 1
y1=Rey=—75enx.

En muchos casos resulta muy cémodo el método operacional para la bisqueda
de soluciones particulares de ecuaciones lineales no homogéneas con coeficientes
constantes.

Concepto sobre el método operacional para la resolucion de ecua-
ciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Introduz-
camos la notacién ’

para las derivadas de orden k. Utilizando esta notacién, escribamos
la ecuacion ‘

ey +ay "tV + ... tay=7f(x)
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en la forma
@y D"y +a, D"y 4. .. +a,y=f(x),
o bien , o
(@D"4a,D" 1+ ... +a, D+a,)y=Ff(x). (2.76)
La expresion
ayD*+a,D" 1+ ... +a,_ \D+a,

se llama polinomio operacional. Este polinomio se designara breve-
mente por F (D), quedando la ecuacion (2.76) en la forma -

F(D)y=f(x).
Es facil establecer por comprobacién dlrecta la validez de las
identidades siguientes:
1) F(D)et*=e**F (k),
2) F(D* senax=senax F (—a?),
3) F(D*cosax=cosax F (—a?),
4) F(D)e** v (x)=¢€* F (D +k)v (x).
En efecto:
1) F(D)e*=(a,D"+a,D" 1+ ... +a,) et =
= e*¥ (ak” -+ a;k" + . +a,)=e*F (k)
2) F(D?) senax = (a,D?" +-a,D?"~2 —|— co.ta, D?4-a)senax=
= [ay (—a?)"+a, (—a®)* 1+ ... +a, , (—a?)+ a,) sen ax =
= sen ax F (—a?).
La identidad 3) se demuestra en forma completamente analoga:

F (D?) cos ax = cosax F (—a?).

4) F (D)erv (x)= 2 a,_,D? (v (x)) =
= e""z ey [kf’v(x)—{—pkf 1Dy 4 222 pr-2pay 1 —I—Di’v] =

_ gt z @, (D + kP v—e*F (D + k) v (x).

Se llama suma de dos operadores F,(D) y F,(D) al operador
[F1(D)+ F, (D)}, cuya aplicacién a c1erta funcién f(x) se determina
por la igualdad

[Fy(D)+ Fy (D)} f (x) = Fy (D) f (x) + F4 (D) f (x).
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De esta definiciéon se deduce que

n n n
2 a,,_pDP+ an-pr': 2 (an-p+bn—p) Dr,
p=0 p=0 p=0

puesto que al aplicar ambos miembros de esta igualdad a cierta
funcién f(x), derivable n veces, se llega a un mismo resultado; es
decir, la regla de la adicion de polinomios operacionales no se dife-
rencia de la regla de adicion de polinomios ordinarios (no opera-
cionales). '

Se llama producto de dos operadores F,(D)-F,(D) al operador
cuya aplicacién a cierta funcién f (x), derivable un ntimero suficiente
de veces, se determina por la igualdad

Fy(D)-F3 (D) f (x)=F1(D) [Fy(D)f ()},

o sea, que a la funcién f(x) se la aplica primero el segundo factor,
y luego a este resultado se le aplica el primer factor.

Partiendo de esta definicion no es dificil comprobar que la regla
del producto de polinomios operacionales no se diferencia de la regla
del producto de polinomios ordinarios (no operacionales). En efecto,

m m

n n

2 an—pr 2 bm-qu: 2 2 an—pbm—qu+q9 (2 77)

p=0 q=0 p=04g=0

puesto que

n m

2 a, pr 2 bm_quf(X)=

p q=0
n

= Z an—pDP [
p=0

lo cual coincide con el resultado de aplicar el operador

{ Bn—
m nom
2{ bm-qf(q )(X)] = Z 0 an—pbxn—qf(p+q, ()C),

g=0 p=0g=

n m
2 2 an-pbm-qu+q
p=04g=0

a f(x).
De (2.77) se deduce, en particular, la conmutatividad del pro-
ducto de operadores:

F1(D) F, (D)= F,(D) F, (D).
La validez de la ley distributiva
F (D) [F1(D)+ F, (D))= F (D) F,(D)+F (D) F, (D)

se deduce de inmediato de la regla de derivacién de una suma.
Por lo tanto, las operaciones de suma y de producto de polinomios
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operacionales no se diferencian de las mismas operaciones con po-
linomios ordinarios (no operacionales).

Definamos ahora el operador

F(D)
El resultado de aplicar el opera(;or FD) cierta funcién conti-
nua f(x) es la solucién de la ecuacion
F(Dyy=F(x), (2.78)
v= 15 -
Por consiguiente, ‘
F(D) |75/ )] =1 ). (2.79)

Se hubiera podido considerar que F(D)f (x) es la solucién de la

ecuacion (2.78), determinada por ciertas condiciones iniciales con-
cretas, por ejemplo, nulas. Para nuestros fines, sin embargo, es mas

comodo considerar que ﬁf(x) es una de las soluciones (no im-
porta cual) de la ecuacién (2.78). Por lo tanto, el resultado de
aplicar el operador F(ID) a cierta funcion f(x) esta determinado sola-

mente con exactitud de un sumando igual a una solucién de la
ecuacion homogénea correspondiente.

Comprendiendo asi el resultado de la aplicacién del operador =
se verificara la igualdad

755 IF (D) 9] =F (), (2.80)

puesto que f(x) es evidentemente solucién de la ecuacién

F(D)y=F(D)f (»).
El producto de los operadores @ (D) y F(ITW se determina median-
te la igualdad

F(D) ’

® (D) 5151 () =P (D) | 757 F )] -
Anéilogamente,
757 P (O )= 757 (@ (D) f (9]

Por eso, en las féormulas (2.79) y (2.80) se puede prescindir de los
paréntesis; obsérvese, ademas, que

570 = (... (1 de,
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ya que #i(x) es, por definicién del operador F—(ID—), solucién de
la ecuacién Dry= f(x).
Comprobemos las siguientes propiedades del operador ——-
1) F—(—D—)kf (x)z F—(Djf(x),
donde %k es un factor constante, puesto que
1 1
F (D) k gpy 1 () = kF (D) ggp7 | (9) = Rf ().

%
LY

- 2) F(D) g S PR #0,

F(Dy (D)

En efecto, ?(—Z) es solucién de la ecuacién F(D)y=e¢**, ya que,
segin la formula 1), pég 133
"% F(k)e¥
F(D)F(k) : .F_—(k) = k%,
si F(—a%)+0,

sen ax

Seﬂax—i:—(__—az‘)',

Efectivamente, st 27 €8 solucion de la ecuacion F (D?) y = senax
puesto que, en virtud de la férmula 2), pag. 133,

= 1 2 —
=gy [ (—a")senax=senax.

F ( Dz) Fs:m ax

4) F(Dz) cosax—Fcfsa’i), si F(—a?+£0,

debido a que, segtin la férmula 3) de la pag. 133,

—a?)

etxy (x) = e

F(Dz) cosax _. F(l_ag)F(—az) COS ax = CoS ax.

5)

1
F(D) Forr? W

En efecto, ek"F—wl—_I_—Bv(x) es solucién de la ecuacién F (D)y=

= ek*v (x), ya qué en virtud de la formula 4), pag. 133,

F (D) e** v (x) =e* F (D + k) == v (¥) =" v (x).

1
F(D+k) F(D+#)
6) 757 11 09+ Fa ()] = 555 F1 00+ gy fa )

Esta igualdad es consecuenc1a del principio de superposicién (pag.
117).
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1 1 1

N ror Ro/ W=ro Roy @
0 sea
1 1
= 5w (o) W) (2.81)
es solucién de la ecuacién
Fy(D)Fy(D)y=T (%) (2.82)

En efecto, sustituyendo (2.81) en (2.82), se obtiene

Fo (D) Fs (D) 55 | 7o T 9] = FolD) g 0 =1 (),

Veamos algunos ejemplos sobre la biisqueda de soluciones particulares de
ecuaciones lineales no homogéneas con coeficientes constantes mediante el método
operacional:

1) y"+4y=e*, o bien (D2}4) y=e*, de donde
1 e*
Y=prrat T E
2) y!V+y=2cos 3x, o bien (D44 1) y=2cos 3x,
2 cos 3x 1

y:l—)IL——IQCOS‘?,x:(-——g)E——ﬁ:‘}—lcossx.
3) y"+9y=>5senx, (D2+9)y=>5senv,
1 5senx 5
y=D2—+95$enx=_1+9=§ sen x.

4) y'—4y' 4y =x%%, (D—2)? y=x%e?¥,

1 1 x4
e p2X 22X x2—p2X
y-(D—Q)ﬁe =gt =t g
5) y'"' —3y"+3y' —y=e*, (D—1)y=e*,
: 1
—_————— o X
I=o—p

F (k)=0; por ello, en lugar de la segunda f{érmula, se aplica la férmula 5
(pag. 136), considerando a e* como producto de e*-1:

1 | x3
— —_ X.] —mpX¥ — | —peX¥ ——.
Vy=p=p TR =
6) y''" —y=senux,
(D3—1)y=senyx, (2.83)

| . S
y=pr—ysenx Como el operador contiene potencias impares de D, entonces no

es posible aplicar la férmula 4). Por ello, en lugar de la-ecuacién original consi-
deremos la ecuacién (D3®—1) y=ei*, o bien

(D3—1)y=cosx+isenx. (2.84)

La parte iniaginaria de la solucién de la ecuacién (_2.84)'seré solucién de la
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ecuacion original (véase la pag. 118):

y= 1 eix=’e"x :—e""=(—l+i)(cosx+isenx)=
DF—1 Fmy Gy 2

= ——é- (cos x-sen x) +é(cos x—senx).

COos x—senx

La parte imaginaria de la solucién de la ecuacién (2.84) es solucién

de la ecuacién (2.83).

)y +y=cosx, (D*+1)y=cosx, y=rz=——cosx.
T

La férmula 3) de la pag. 136 es inaplicable, puesto que F(—a2)=0. Por
eso, nuevamente en lugar de la ecuacién original consideraremos la ecuacién
y"4+y=e'*, o bien y"-+y=-cos x-i senx,
y tomaremos la parte real de su solucién

(D 1) y=e%, y= LIPS U S SR
A Par hls pr > pry

_ e ] I el*x  x(cos x--isen x)

2i D 2i 2i

xsenx

Tomando la parte real

de la solucién hallada de la ecuacion auxiliar, se
obtiene la solucién de la ecuacién original.
1
8) ylV—y=e*, (D*—1)y=e%, y=pr—qe*=

1 1 1 e":_l_exll_xex

Sh=1OFhO I "p=ia- 39D =1

Analicemos ademas cdmo actiia el operador ﬁ sobre el poli-

nomio
P,(x)=Apx? + AP~ 4. 4 A,
Dividamos formalmente 1 entre el polinomio
F(D)=a,+a, D+ ... +a,D"*, a,+0,

dispuesto en orden creciente de las potencias de D, por la regla
de divisién de polinomios ordinarios (no operacionales). Detendre-
mos la division al obtener en el cociente un polinomio operacional
de grado p:

b0+le+ PPN "}“prP:Qp(D).
Entonces en el resto tendremos el polinomio

—_ +1 +2
R(D)=c, . ,DF*'4c, ,DP*2 4 ... 4-c,, Dr¥n,

que contiene al operador D en potencias no menores de p+1.



$ 6. Ecuaclones no homogéneas con coeficientes constantas 139

Debido a la dependencia entre dividendo, divisor, cociente y resto,
se obtiene

F(D)Q,(D)+R(D)=1. (2.85)
Esta identidad se cumple para los polinomios ordinarios (no ope-
racionales), pero como las reglas de suma y producto de polinomios
operacionales no se diferencian de las de suma y producto de poli-
nomios ordinarios, la identidad se cumple también para los poli-
nomios operacionales. Aplicando ambos miembros de la identidad
(2.85) al polinomio Agx?+ A xP~1- ... + A,, se obtiene

[F(D)Q,(D)+R(D)|(Agx? +Axr= 4 ...+ A)) =
= AP+ AxP 4. +AP
o, tomando en cuenta que
R(D)(Agx?P+ AyxP™ ' ... + A,) =0,

debido a que R (D) contiene a D en potencias no menores de p+ 1,
tendremos

F(D)[Q,(D)(ApxP+Axr ' ... +A)]=
=AxP+ AxP 1 .. +Ap,
es decir, Q, (D) (Apx? + Ax? 1+ ... 4 A,) es solucion de la ecuacién
F(D)y = Apx?+ ApxP™ 1+ ... + A,
De este modo,
%D) (Agr? + AP ™ b 4 A) = Q (D) (Apx? + ApxP it . 4+ A,

Por ejemplo: |
" —x2 2 — 2 e (x2—
9) y'+y=x*—x+2, (D*41)y=x2—x+2, y Dz+1(" x+42).
Dividiendo 1 entre 1 D2, obtenemos Q, (D)=1—D?. Por lo tanto,
y=(1—D2)(x2—x+2)=x2—x.
10) y"+2y" +2y = x%e~%, (D*+2D +2) y=x%~%,

1 1
e y2p—X—p—X
Y=Dperiop12*°% "T¢ "D
1) y"+y=xcosx, (D4 1)y=xcosx.
Pasamos a la ecuaciéon (D24-1)y=uxel* y luego tomamos la parte real de la
solucion

x2=e~*(1—D?) x2=¢"%(x2—2).

_ ix — pix ! - ix_.]._ ! B) =
V=Dt T by T o\t )T
1 [/ x 1 . (X2 x . x2  x

—plx . _ [ —_ = —_ — == —_— —_— e
_exD<2i+4) e'x\4i+4) (cosx+tsenx)<4i+4>
x2

x . < -
n senx+—4— cos x, se obtiene la solucién buscada.

Tomando la barte real
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- Observacion. El dltimo ejemplo demuestra c6mo hay que
aplicar el operador Fﬁ a un polinomio, si a,=0. Representando
F(D) en la forma D*® (D), donde el término independiente del
polinomio ‘@ (D) ya no es igual a cero, se aplica al polinomio

e . . . 1
primero el operador oo Y después el operador ik
Las ecuaciones no homogéneas de Euler

px"y™ L axt "y 4 ay = f(x), (2.86)
o bien
a,(ax by y™ +a, (ax--b)y* "1y~ . 4ay=[(x) (2.87)
se pueden integrar mediante la resolucién de las ecuaciones homo-
géneas correspondientes (véase la pag. 114) y hallando una solucién
particular de la ecuacidn no homogénea, o bien aplicando el método
de variacion de las constantes. Sin embargo, generalmente es mas
simple integrar primero la ecuacién homogénea, y para elegir la
solucion particular transformar la ecuacion de Euler (2.86), median-
te la sustitucién de variables x=4e! (para la ecuacion (2.87),
ax+b=-4e!), en una ecuacién con coeficientes constantes, para
las cuales los métodos de busqueda de soluciones particulares han
sido desarrollados en forma detallada.

Ejemplo 1I.
x2y" (x)—xy’ (x)+y (x)=xIn3x. +(2.88)
Buscamos la solucién de la ecuaciéon homogénea correspondiente en la forma y = x*:
K —92k+1=0; (2.89)

ky,=1; por lo tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea tiene la forma
y=(cy+¢Inx)x. Por la sustitucion de variables x=¢et, transformamos la ecua-
cién (2.88) en una ecuacion con coeficientes constantes: y(£)—2y (f)+y=1%!
(el primer miembro de esta ecuacién puede ser escrito directamente a partir de
la ecuacién caracteristica (2.89)). Mediante el método operacional, se halfa facil-
mente la solucién particular de la ecuacién transformada
I S oS L L ULF

iI=p—mpttTe P YT

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién (2.88) tiene la forma
nd x\

1
y= (cl—{—cz lnx—{—w) X.

§ 7. INTEGRACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
POR MEDIO DE SERIES

El probiema de la integracion de ecuaciones lineales homogé-
neas de n-ésimo orden

Py () Y™+ py () y V4. 4P (X) y =0, (2.90)
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se reduce a elegir n, o por lo meaos n—1 soluciones linealmente
independientes. Sin embargo, las soluciones particulares se escogen
con facilidad sélo en casos excepcionales. En casos mas complejos
las soluciones particulares son buscadas en forma de suma de una

[+ <]
serie Za,-tpi(x), sobre todo en forma de suma de una serie de po-
i=1

tencias o de una serie generalizada de potencias.

Las condiciones bajo las cuales existen soluciones en forma de
suma de una serie de potencias o de una serie generalizada de po-
tencias, se establecen comlnmente por métodos de la teoria de
funciones de variable compleja, la cual suponemos desconocida por
el lector; por esto, los teoremas fundamentales de este paragrafo
estan dados sin demostracion, aplicados a las ecuaciones de segundo
orden, las cuales se encuentran con mayor frecuencia en la practica.

Teorema 2.9. (sobre la propiedad analitica de la solucion).
Si po(x), py(x) y p,(x) son funciones analiticas de x en un entorno
del punto x=1x, y po(x,) 0, entonces las soluciones de la ecuacion

Po(0) Y +p1(x)y +p, (¥) y=0 (2.91)

son también funciones analiticas en cierto entorno del mismo punto;
por lo tanto, la solucion de la ecuacién (2.91) se puede buscar en
la forma

y=ay+a, (x—xg) Fa(x—x,)%24 ... +a,(x—x)"+ ...

Teorema 2.10. (sobre el desarrollo de la solucibn en una
serie generalizada de potencias). Si la ecuacion (2.91) satisface
las condiciones del teorema anterior, pero x = x, es un cero de orden
finito s de la funcién py(x), cero de orden s—1 o superior de la
funcion p,(x) (si s > 1) y cero de orden no inferior a s—2 del coefi-
ciente p,(x) (si s >2), entonces existe por lo menos una solucion
no trivial de la ecuacion (2.91) en forma de suma de una serie
generalizada de potencias '

Yy=a,(x—xp)f+a, (x—x )t ... +a,(x—x)t ... (2.92)
donde k es un numero real que puede ser entero o quebrado, positiva
0 negativo.

La segunda solucion linealmente independiente de (2.92), por
regla general, tiene también la forma de suma de una serie gene-
ralizada de potencias, pero a veces puede contener ademas el pro-
ducto de una serie generalizada de potencias por In(x—ux,).

En problemas concretos se puede proceder sin los dos teoremas
formulados mas arriba, sobre todo porque en el enunciado de éstos
no se establecen las regiones de convergencia de las series conside-
radas. Con mayor frecuencia en problemas concretos se escoge una
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serie de potencias o una serie generalizada de potencias que satisfaga
formalmente la ecuacién diferencial, o sea, que al sustituirla en la
ecuacion considerada de orden n (2.90) la transforme en una iden-
tidad, si suponemos la convergencia de la serie y la posibilidad
de su derivacion término a término n veces. Al obtener formalmente
la solucidon en forma de serie, se investiga su convergencia y la
posibilidad de su derivacion término a término n veces. En la
region donde la serie converge y permite su derivacién término
a término n veces, la misma no solamente satisface formalmente
la ecuacién, sino que su suma es en realidad la solucién buscada.

Ejemplo I.

y"—xy=0. (2.93)
Busquemos la solucién en forma de una serie de potencias

€
y= ) aux".
n=0

Basandonos en el teorema 2.9, o derivando esta serie formalmente término
a término dos veces y sustituyendo en la ecuacién (2.93), obtenemos

® x
2 an(n—1)x""2—x 2 a,x"=0.
n=2 n=0

Igualando los coeficientes de iguales potencias de x en ambos miembros de la

identidad, obtenemos a, =0, 3.2a3—a,=0, de donde a3=%; 4-3ay—a,; =0,
de donde m:%; 5.4a;,—a, =0, de donde aszza.is, coon(n—a,—a,-3=0,
_ Bn-3 P
de donde a"_(n—-l)n , ... Por consiguiente,
— _ )
Gn-1=0 Gon= g 35 EG T3
_ 4ot —
Gn1=3Te T Ay ol h o)
a, y a, permanecen arbitrarios. De esta manera,
x3 X8 x3n
— [ A B AR .
Y=o {' ro3tozse T 2-3.5.6...(3n—1)3n+"'] +
. P L x3n+1 g
T4 l" F33 3467 "'+3-4-6.7...3n(3n+1)+'"]' (2.9

El radio de convergencia de esta serie de potemncias es infinito. Por consiguiente,
la suma de la serie (2.94) para valores cualesquiera de x es solucién de la ecua-
cioén considerada.
Ejemplo 2.
x2y" 4+ xy’ +(x2 —n?) y=0. (2.95)

Esta ecuacion se llama ecuacion de Bessel de orden n, a pesar de que se encuentra
por primera vez en los trabajos de L. Euler y de D. Bernoulli. A la ecuacién
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de Bessel se reducen muchos problemas de la fisica matematica; por ello, la es-
tudiaremos con mas detalle.

En virtud del teorema 2.10, por lo menos una solucién no trivial de la
acuacion de Bessel puede hallarse en forma de suma de una serie generalizada
de potencias

fo ]
Y=, apxP+k,
p=0

Derivando esta serie término a término dos veces, y sustituyéndola en la ecuacién
(2.95), se obtiene

X Y ap(k+p)(k+p—1)xk+r-2 4
p:O

hed ®
T 20 ap(k+p) xF P14 (x2—n?) 20 a,xt+p =0.
p= Py

Comparando los coeficientes de iguales potencias de x en ambos miembros de esta
igualdad, obtenemos

o (kZ_*nZ] = 0»

ay [(k+ 1) —n?] =0,
[(k4-2)2 —n?] ay4-a, =0,
[(k+3)*—n?] ag+a; =0,

[(k -}-p)2—n2] a/)"f‘“p-z =0.

Como el coeficiente a, para la menor potencia de x se puede considerar diferente
de cero, la primera ecuacién se reduce a la forma

k?—n?2=0, de donde k= +n.

Para concretar, vamos a considerar por ahora k=n =0; entonces la segunda
ecuacidn a; [(n+ 1)2—n2]=0se obtiene: a; =0y, por lo tanto, todas las A2p+1=0
o — — ) — Qo
T (a422—n2 T 22(nf1)
a, ay a,

ThFaE—nrT T 2(n+2)2 BhmtLh(ntoi-2’

aQy ==

. (=1)?a,
Cr =P p (it ) (n+9).. (it p)

Para k= —n, de manera completamente anédloga se obtiene

0 a (—1)Pa,
Bpt1 =0 B = P T (—nF D) (—n+2).. (—ntp) "

Para & =n, obtenemcs la solucién

n

e (—1)Px2pn
y“’”}; PP p T+ 1) (nt2).. (atp)
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A esta solucidn se le puede dar una forma mais cémoda, si escogemos la cons-
1

PONCESE donde T es la funcion gamma de Euler. Re-

tante arbitraria qy=

cordemos que
w®
r(p)zse-"xﬁ-ldx, para p >0, T (p+1)=pI (p).
0

Entonces

+n
§ o)
y=p=0 pIT(Fp+1) (2.96)

Esta solucién se denota generalmente por J,(x), y se llama funcién de Bessel
de primera especie de orden n.
1
: 2=nT (—n+1)
funcién de Bessel de primera especie de orden —n:
@ X )2}7—”

J__,,(;d: 2 (—=nr (7

pzop!F(~—n+p+l)'

Para k= —n, tomando qy= , obtenemos analogamente la

(2.97)

Las series (2.96) y (2.97) convergen para valores cualesquiera de x (en (2.97),
x#0) y pueden ser derivadas dos veces término a término. Por lo tanto, J,(x)
y J_p,(x) son soluciones de la ecuacién de Bessel (2.95).

Si n no es igual a un entero, las soluciones J, (x) y J_, (x) son linealmente
independientes, puesio que sus desarrollos en serie comienzan por diferentes
potencias de x, y por lo tanto la combinacién lineal a,J,(x)+aeJ/_, (x) puede
ser idénticamente nula sélo cuando a; =0, =0.

Si, en cambio, n es entero, entonces, como para los valores enteros nega-
tivos de p y para p=0 la funcién T (p) se vuelve infinito, los desarrollos en
serie de las funciones J,(x) y J_,(x) comienzan por potencias iguales de x vy,
como no es dificil comprobar, las funciones J,(x) y J_,(x) tendran la siguiente

dependencia lineal:
Jop (R)=(=1)" 4 (x).

Por lo tanto, para n entero, en lugar de J_,(x) hay que buscar otra so-
lucién que sea linealmente independiente de J,(x). Esta solucién se puede
obtener de distintas maneras. Por ejemplo, se puede, conociendo una solucién
particular J,(x), disminuir el orden de la ecuacién (2.95) mediante la sustitucion
sefialada en la pag. 104 , o buscar directamente la solucién en forma de la suma
de una serie generalizada de potencias y del producto de dicha serie por In x.
La solucién linealmente independiente de J, (x), obtenida por cualquiera de estos
métodos, para una determinada eleccién del factor constante arbitrario se llama
funcion de Bessel de segunda especie, y se designa por Y, (x).

Habitualmente, sin embargo, Y, (x) se determina de la manera siguiente:
considerando, primeramente, a n no entero, se toma la solucién Y, (x) de la
ecuacién de Bessel que es combinacidn lineal de las soluciones J,(x) y J_,(x):

Jp(x)cosnw—J _,(x)
sernn g ’

Y,(x)=

luego, pasando al limite para n tendiente a un nimero entero, se obtiene la
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solucién particular Y, (x), linealmente independiente de J,, (x), determinada ahora
también para valores enteros de n.

De este modo, la solucién general de la ecuacién de Bessel cuando n no es
igual a un entero, tiene la forma:

y:CIJn (x)+C2J—n (x)’

y=c1, () 4-c¥ , (%),
donde ¢; y ¢, son constantes arbitrarias.

Las funciones de Bessel de primera y segunda especie estan estudiadas muy
detalladamente y, en particular, se han confeccionado tablas detalladas de sus
valores. Por ello, si cualquier problema se reduce a funciones de Bessel, lo
podemos considerar resuelto en la misma medida en que se considera resuelto
un problema cuya respuesta se da, por ejemplo, en funciones trigonométricas.

Con frecuencia, en las aplicaciones hay que considerar la ecuacién

x2y" +xy' 4 (m2x2—n2) y=0. (2.98)
Esta ecuacién se reduce a la ecuacién de Bessel por la sustitucién de variables
x;=mx. En efecto, para dicha sustitucién,
dy _ dy dx; dy d*y  d%

m, === m?
de, 7 dx® dx? ’

y para n entero,

y la ecuacién (2.98) se reduce a la ecuacién de Bessel:
d?y dy
2 &F et A 2 n2) y—
x? %—i»xl !1+(x1 n?) y=0.

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion (2.98) para n diferente de un en-
tero, tiene la forma
y=c1l 5 (mx)+cyd _, (mx),
y para n entero,
: y=c1Jpn (mx) +6Y , (mx).

Ejemplo 3.

x2y" - xy’ | 4x2 —i) y=0.

25

La solucién general tiene la forma

y=cyJ 3 (2x)Fcod 3 (2x).
5 5

x2y" +xy’ 4 (3x2—4) y=0.
La solucién general es

y=c1Jp (x V?;) J-6Y, (x V3_)-

Ejemplo 5. Intengrar la ecuacién

1
x2y"+xy'+(4x2—§> y=0

Ejemplo 4.

con la condicién de que la solucién sea continua en el punto x=0, e y(0,3)=2.
La solucion general tiene la forma

y=c1J | Cx)+cd | (2%).
3 3
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La funcién J | (2x) es discontinua para x=0, puesto que la serie (2.97)

3
comienza por potencias negativas de x. Por lo tanto, la solucién y es continua
en el punto x=0 sélo para ¢;=0:
y=cJ | (2x).
3

Al satisfacer la segunda condicion y(0,3) =2, obtenemos

2
T 7,06
3

51

En las tablas de las funciones de Bessel hallamos J, (0,6) =0,700; por consigui-

3
ente ¢; ~ 2,857 e
Yy = 2,857 7 (2x).
5

En las aplicaciones se exige a menudo hallar las soluciones pe-
riodicas de cierta ecuacion diferencial. En este caso generalmente
conviene buscar la solucién en forma de serie de Fourier:

x(t):%—}— i (A,,cos"—f~t+ B,,sen%“d) .
n=1

Obsérvese que si la ecuacidn
XM =F(t, x, x,..., x""D) (2.99)

tiene una solucion periddica x,(¢) de periodo T, el segundo miembro
de la ecuacién (2.99) a lo largo de la curva integral considerada
es funcion periédica de periodo T con respecto al primer argumento.
En efecto, sustituyendo en la ecuacién (2.99) la solucién periddica
X = x,(#), obtenemos la identidad

X ()= F (¢, x,(8), % (8),- ., x50 (1)).

Sustituyendo en esta identidad ¢ por #+ T, debido a la periodicidad
de la funcion x,(f) y de sus derivadas, el primer miembro de la
ecuacién no varia, y tampoco los argumentos del segundo miembro,
a partir del segundo. Por lo tanto,

F(t, xo(t), X(f)y oo, X0 (1)) =
=F(+T, x (1), %o (£), .., X0 (1)),

o sea, que la funcién F a lo largo de la curva integral x=x,(¢)
tiene periodo T respecto al argumento ¢, que figura explicitamente.
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En consecuencia, si el segundo miembro de la ecuacién (2.99),
para cualquier x,(f), no es funcién periédica con respecto al primer
argumento, entonces no existen tampoco soluciones periddicas. Si
la funcién F no depende explicitamente de ¢, es decir, es constante
con respecto al argumento ¢, entonces se puede considerar como
funcién periddica con respecto a ¢ de cualquier periodo, y por ello
no se excluye la posibilidad de la existencia de soluciones perié-
dicas de periodo arbitrario.

Supongamos, por ejemplo, que se exige hallar las soluciones
periddicas de la ecuacion

x4 a2x = f (f). (2.100)

Para la existencia de solucién periddica es necesario suponer que
f es funcién periddica. Sin limitaciones sustanciales de la genera-
lidad, se puede considerar que f({) es funcion periédica de periodo
2;, ya que si la funcidén f(f) tuviera periodo T, entonces, luego

de la transformacion de la variable independiente tls%tt, el se-

gundo miembro seria funcién de periodo 2m con respecto a la nueva
variable independiente ¢,.

Consideremos, ademas,que la funcidn f(¢) es continua y pueden
desarrollarse en la serie de Fourier

a

fty==5"+7

s

(a, cos kt + b, sen kt). (2.101)

k

La solucién periddica se busca en la forma

x () =22 + ¥ (A, cos kt - Bysen kt). (2.102)

k=1

Derivando dos veces término a término la serie (2.102) y susti-
tuyéndola en la ecuacién (2.100), se obtiene:

—-Z k? (A, cos kt 4 B, sen kt) -

k=1

a5

_"_
-2

A cos kt -+ Bsen kt)] =

(ay cos kt + b, sen kt),

de donde, si a no es un entero, se determinan los coeficientes de
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la serie (2.102):

atA,
20=321’ Aoz“gg“’ ]
(@ —k) Ay=a,, Ay=—"tr, (2.103)
by,

(@— k) By=b,, By= .

Por consiguiente, la ecuacién (2.100) se satisface formalmente
por la serie

2a2+2ak coskt +bk senkt. (2.104)

Es evidente que la serie (2.104) converge y puede ser derivada
dos veces término a término, ya que la serie (2.101) converge uni-
formemente debido a la continuidad de la funcién f(f), y los coe-
ficientes de la serie

. z’: k? (ay cos kt+ bk sen kf) (2.105)

a2—k?2 ’

k=1

formada por las derivadas segundas de los términos de la serie
(2.104), se diferencian de los coeficientes a, y b, de la serie (2.101)

s6lo en el factor— independiente de ¢ y tendiente monétona-

k2
ey
mente a 1 cuando k£ — oo. Por lo tanto, la serie (2.105) converge
uniformemente, por lo que la serie (2.104) se puede derivar dos
veces término a término. De esta manera, la serie (2. 104) no sélo
satisface formalmente la ecuacién (2.100), sino que su suma x(f)
existe y es solucién periédica de la ecuacion (2. 100)
Si a se diferencia poco del entero n y a,+0 6 b,+0, enton-
ces se produce el fendmeno de resonancia. Este consiste en el brusco
crecimiento de por lo menos uno de los coeficientes

A—_9%_ B bn

(] a2—n2’ ﬂ;aZ_nZ b4

al tender a hacia n.
Si a=n y por lo menos uno de los coeficientes a, 6 b, no es igual
a cero, entonces no existen soluciones periédicas, puesto que a los
sumandos resonantes

a,cosnt -+ b, sen nt

en el segundo miembro de la ecuacién (2.100), como se sefiala en
la pag. 131, les corresponden segin el principio de superposicion
un sumando no perioédico de la forma

t (A, cosnt + B, sen nt)
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en la solucion general de dicha ecuacion, mientras que los suman-
dos restantes en la solucién general de (2.100) son funciones perié-
dicas. Por lo tanto, si a=n existe solucién periédica de la ecua-
cién (2.100) sélo en el caso en que el segundo miembro no contenga
a los términos resonantes a, cosnt--b,sennt, o sea cuando
2
- Sf(t)cosntdt_o b, = (f(t)senntdt—o (2.106)
0

En el (ltimo caso, es decir, cuando a=n, a,=b,=0, existe solu-
cién periédica de la ecuacién (2.100); ademas, para k<=n los coefi-
cientes se determinan por las formulas (2.103), y los coeficientes
A, y B, permanecen arbitrarios, debido a que A, cosnt+ B, sen nt
es solucién, para A, y B, arbitrarios, de la ecuacién homogénea
correspondiente.

Ejemplo 6. Determinar la solucién periédica de la ecuacién

@®

':'c-|—2x= se24kt
k=1
Se busca la solucién en la forma

x (¢)=%+2 (Ay cos k-t By, sen kf)
k=1

y determinando los coeficientes A, y By, por las férmulas (2.103), se obtiene

kt
* ()= des(e?n 72

Ejemplo 7. Determinar la solucién periédica de la ecuacién
X+ 4x = sent,
Como las condiciones de existencia de la solucién periodica (2.106) no se satis
facen: .
27
S sen?f sen 2¢ dt =0,

V]
pero
27
S sen2f cos 2¢ dt #0,
o

entonces no existe solucién periddica.
Ejemplo 8 Determinar la solucién periédica de la ecuacién
®
. cos kit
x—|—x= T— .
k=2
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El segundo miembro no contiene los términos resonantes a, cos ¢+-b; sen t. Por lo
tanto, existe solucién periddica, y ésta se determina por las formulas (2.103):

@D
) ki
x ()= E k—zi(cl')i;—ﬁj"*_cl cos f4cosent,
k=2

donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias.

§ 8. METODO DEL PARAMETRO PEQUENO Y SU APLICACION
EN LA TEORIA DE LAS OSCILACIONES CUASILINEALES

En el paragrafo antierior fue sefialado un método para hallar solu-
ciones periddicas de las ecuaciones lineales de la forma

x +ax=f ().
En muchos problemas practicos hay que hallar la soluci¢n periddica

de una ecuacién analoga, pero que tiene en el segundo miembro
un término pequefio no lineal:

¥+ ax=f()+pF (¢t x x,p) (2.107)
donde p es un parametro pequefio.

Si se suprime el término pF (4, x, x,p), es decir, si se consi-

dera p=0 en (2.107), entonces se obtiene la ecuacion lineal
x +-a*x = [ (),
que se denomina generadora de la ecuacion (2. 107).

Uno de los métodos mas efectivos para hallar soluciones perio-
dicas de la ecuzcién (2.107) de oscilaciones no lineales con término
pequefio no lineal, es el método de desarrollo de la solucién en
serie de potencias del parametro pequefio p, desarrollado por
A. Poincaré y por A. M. Liapunov, ampliamente utilizado en la
actualidad en la resclucién de los mas variados problemas.

En base al teorema sobre la dependencia analitica de la solucién
respecto al pardmetro (véase la pag. 58), facilmente generalizable a las
ecuaciones de segundo y otros ordenes, se puede afirmar que las
soluciones x (¢, p) de la ecuacién (2.107) seran funciones analiticas
del parametro p para los valores de p de mddulo suficienterrente
pequeifio, si la funcién f(¢) es continua, y la funcién F (¢, x, x, p),
continua en ¢, depende analiticamente de los demas argumentos:
de x y de x en la region en la que en lo sucesivo variaran dichas
variables, y de p para valores de p suficientemente pequefios en
valor absoluto.

Considerando que estas condiciones se cumplen, buscamos la
solucién periddica x (¢, p) en forma de serie:

X (6 1) = %o () + 0y (1) + B3 () - 1, () + - .
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Derivemos esta serie término a término dos veces
X (W) =X (D) ¥y (0 + .+, () + .
x(E,W=xo(t) +px, () + ... +px, )+ ...
y sustituydmosla en la ecuacién (2.107), en la cual la funcién
F (t,x, x, p) ha sido previamente desarrollada en serie de potencias

de x—xy, X—X, ¥ 1,
vl A2 | . . (OF -\
x+a’x = f(t) Tl‘l:F (t, X9, %9,0) + <3}>)§=)fu(x‘—f\o) T

ity
+<:i>i );(x x0)+<0u )x Xop‘+ :l (2.108)
e’ ety

Comparando los coeficientes de iguales potencias de p en ambos
miembros de la ecuacion (2.108), se obtiene

%o +a%y = f (1),
X +at, =F (¢, x4 %,.0),

dF . oF
fotate=(g) () A (), T G109
= = = o

..................

La primera de estas ecuaciones lineales coincide con la ecua-
cion generadora. Integrandola y sustituyendo la solucién hallada
%o(f) en la segunda ecuacion, obtenemos para la determinacion
de x, () nuevamente una ecuacién lineal, y asi sucesivamente.

Para la determinacién de x,(¢) también se obtiene una ecuacion

lineal, puesto que en el segundo miembro de esta ecuacién x; y x
flguraran s6lo con indices menores que n, ya que, debido a ‘que F
esta multiplicada por p, los términos en el segundo miembro que
contienen x, y x,, y con mayor razén x, y x, con indices mayo-
res, estaran mul’upllcados por p elevado a una potencia no menor
de n+41.

En este paragrafo se considera solo el problema de la biisqueda
de soluciones periddicas; por ello, segiin la observacién de las pags.
146—147, al segundo miembro de la ecuacién

x+ax=[(t)+unF(t, x, x, p)

es natural imponerle otra limitacion: exigir que sea funcion perio-
dica con respecto al argumento f, contenido explicitamente. Sin
limitaciones sustanciales de la generalidad, se puede considerar
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que el menor periodo del segundo miembro es igual a 2m, si el se-
gundo miembro depende explicitamente de ¢. Entonces, si f(¢) no
es igual a una constante, las soluciones periddicas de la ecuacién
(2.107), si existen, pueden tener sélo periodos iguales a 2n o mill-
tiplos de éste (véanse las pags. 146—147), para p suficientemente

pequefios. .
Para hallar la solucién periédica de la ecuacion (2.108) en la
forma
Xt W=x@O+pn )+ .. A, @O+ (2110)

es necesario determinar las soluciones periddicas x,(f) de las ecua-
“ciones (2.109). En efecto, si la solucién x (¢, p) tiene periodo cons-
tante 2n (6 2mm, m es un nimero entero) para cualquier p sufi-
cientemente pequefio en valor absoluto, entonces

o)+ pxy ()4 ... +p"x, ()+ ... =x,(t+2n+
+px (204 Fptx, (20 (2.111)

Por consiguiente, los coeficientes de iguales potencias de p en ambos
miembros de la identidad (2.111) deben ser iguales, es decir

X () =1, (¢ 4 2n),

lo que precisamente significa la periodicidad de las funciones
%, (£)(n=0,1,2, ...). La coincidencia de los coeficientes de iguales
potencias de p en ambos miembros de la identidad (2.111) se puede
obtener, por ejemplo, derivando dicha identidad n veces con res-
pecto a p, después de lo cual, haciendo p=0, obtenemos

X, (2n4-t)=x,(f) (n=0,1, 2, ...).

De este modo, se deben hallar las soluciones periddicas de las
ecuaciones (2.109). Aqui es conveniente analizar por separado los
siguientes casos.

1. Caso de no resonancia: a no es igual a un en-
tero. Si @ no es entero, entonces la primera de las ecuaciones
(2.109) tiene una solucién peridédica f{inica x,=¢, (), la que se
halla por el método del paragrafo anterior (véase la pag. 147).
Luego, por el mismo método, se hallan x, (¢), x, (f), etc.

Si por este método hallasemos el término general de la serie
(2.110), estableciésemos la convergencia de ésta y la licitud de su
derivacion término a término dos veces, entonces la suma de la
serie (2.110) seria la solucién periddica buscada de periodo 2n. Sin
embargo, por lo general, la biisqueda del término general de la
serie (2.110) es un problema sumamente complejo, por lo que no
hay maés remedio que limitarse al calculo de sus primeros térmi-
nos. Esto seria suficiente para hallar aproximadamente la solucién
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periodica, si tuviéramos la seguridad de que la serie converge y de
que su suma es la solucion periddica.

En relaciéon con esta tienen gran significado los teoremas de
A. Poincaré de existencia de soluciones peridédicas, los cuales per-
miten, en particular, hallar las condiciones que aseguran la exis-
tencia de una solucién periddica tinica de la ecuacion (2.107), que
tiende a la solucién periddica de la ecuacién generadora, cuan-
do n— 0.

Si las condiciones del teorema de A. Poincaré se cumplen y,
por lo tanto, existe una solucién periddica tnica de la ecuacion
(2.107), que tiende, cuando p — 0, a la solucién periddica de la
ecuacion generadora, entonces la suma de la serie tinica con coefi-
cientes periodicos (2. 110) que satisface formalmente a la ecuacién
(2.107), debe existir y coincidir con la solucién periédica buscada.
Aqui no es necesario buscar el término general de la serie (2.110)
para investigar la convergencia de la serie y se puede afirmar,
luego de hallar algunos primeros términos de ésta, que para peque-
flos p su suma es aproximadamente igual a la solucién periddica
buscada.

Los teoremas de A. Poincaré, basados en nociones de la teoria
de funciones analiticas, son muy complejos; por ello, expondremos
al final de este paragrafo solo el mas simple de estos teoremas,
el cual, sin embargo, ya permite afirmar que, en el caso considerado
de no resonancia, la ecuacién (2.107) tiene siempre solucidn perid-
dica finica si p es suficientemente pequefio.

Ejemplo ‘1. Determinar aproximadamente la solucién periédica de la
ecuacion

2'+2x=sent—|—px2,

donde p es un pardmetro pequefio (determinar dos términos de la serie (2.110)).
Buscamos la solucién en la forma

x(t, p)=xo () +pxy (... +0"x, ()+...
Hallamos la solucién periédica de la ecuacién generadora:
X+ 2xg=sent, xq(f)=sen t.

La solucién periédica de la ecuacion

. : . —cos 2
X, +2x; =sen?¢, o bien x1—1—2x1=1—%—t
tiene la forma
1 cos 2t
m=gp

Por consiguiente, la solucidén periédica es

x (¢, p) =~ sen t+-i—(l+cos 26)u.
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2.Caso de resonancia. El método del parametro pequeno
puede ser aplicado también en el caso de resonancia, es decir,
en el caso cuando en la ecuacion (2.107) a es igual al entero n
o tiende a éste cuando p — 0.

Si en la ecuacién (2.107) a se diferencia poco del entero n,
mas exactamente, si la diferencia a?—n? tiene orden de infinitud
10 menor que p:

a®— n?=pa,, (2.112)

donde a, estd acotada cuando p — 0, entonces la ecuacién
Xtax=f(t)+pF(t, x, x p)
se puede escribir en la forma
X4+ntx=f(f)+(n*—a)x+pF(t, x, x, p)
de donde, debido a (2.112),
xtnix=f()+pF,(t, x, % p),

donde la funcién F, satisface las mismas condiciones que satis-
face, por hipotesis, la funcion F.

Por lo tanto, en lo sucesivo en el caso de resonancia se puede
considerar que a es entero:

x+nx=f)+pF(t x, x, n).

Aplicando el método del parametro pequefio, se busca la solu-
cién periddica en forma de la serie

x(t, wy=xo)Fpxy (H+ ... +pkx, (B4 ...

Para determinar la funcién x, (¢f) se obtienen nuevamente las ecua-
ciones (2.109), en las que a?=n?% Pero, en este caso, la ecuacién
generadora

XLy =f(f) 2.113)

tiene solucion periddica s6lo en el caso en que el segundo miembro
no contenga a los términos resonantes, o sea, cuando se cumplan
las condiciones (véase la pag. 149)

27 ]

S f (£) cos ntdt =0,
0
2r

S f (t) sen ntdt = 0.

G )

(2.106)
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Si estas condiciones se cumplen, entonces todas las soluciones
de la ecuacién (2.113) seran periddicas, con periodo 2m (véase la
pag. 149):

Xo (£) = €4 COS Nt + €y Sen1 1t + @ (£).

La funcién x;(f) se determina de la ecuacion
Yyt nxy = F (¢, %o, %, 0). @.114)

Esta ecuacion tiene también soluciones periddicas sélo en el caso
en que el segundo miembro no contenga a los términos resonantes,
es decir, cuando se cumplan las condiciones

21
§ F (2, xo %, 0)cosntdt=0,
0
2n

S F (¢, x X4 0)senntdt=0.

V]

(2.115)

Las ecuaciones (2.115) contienen C,, y C,,, las cuales, en general,
se determinan precisamente de este sistema.

Supongamos que C,, y C,, satisfacen al sistema (2.115); enton-
ces todas las soluciones de la ecuacién (2.114) tienen periodo 2m:

Xy (8) = €y €OS 1t -+ Cyy SEN 1L - @y (£). (2.116)

Ademas, ¢y, y ¢y se determinan nuevamente a partir de las dos
condiciones de ausencia de los términos resonantes en la ecuacion
siguiente de (2.109):

X ‘nzx—<a—F-> (Y & <E>
R A ) >x,=x9 PTG e,

X=X, X=X, X=X,
p=0 n=o0 p=0

y asi sucesivamente.
Por lo tanto, no a cada solucién periddica

Xy == Cyq COS Nt + Cyg S€N 1E + @y (£)

de la ecuacién generadora le corresponden soluciones periddicas de
la ecuacién (2.107) para pequefios valores de p, sino sélo a algu-
nas, cuyos valores de ¢;, y c,, satisfacen las ecuaciones (2.115).
Esta claro que también en el caso de resonancia para estar segu-
ros, sin hallar el término general de la serie (2.110), de que por
el método sefialado se hallara la solucion periddica, hay que de-
mostrar previamente el teorema de existencia de las soluciones
periédicas. Esta observacion se refiere también a los casos que seran
expuestos en los puntos 3 y 4.
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3. Resonancia de n-ésimo orden. A veces, en los sis-
temas descritos por la ecuacion

x+at=f(t)+pF (¢, x, x, p), _ (2.107)

que satisface las condiciones arriba sefialadas, se observan oscila-
ciones intensivas, cuando la frecuencia propia se diferencia poco

1 , .
de o donde n es un entero. Este fen6meno se llama resonancia

de n-ésimo orden.
Desde el punto de vista matematico esto significa que cuando

. . 1
a se diferencia poco de o donde n es un entero mayor que la

unidad, la ecuacién (2.107) puede tener soluciones periédicas de
periodo 2nn, que no son a la vez soluciones periédicas de periodo 2.
Sea

X4 x—f(t +uF(t x, x, p) (2.117)

. . . . ; 1
(si a se diferencia poco de~ , mas exactamente, si a®>—— =pa,,
n n
donde a, es acotada cuando p - 0, entonces, pasando el término
1 . . . :
(az—ﬁ)x al segundo miembro e incluyéndolo en pF (¢, x, x, p),

obtenemos una ecuacién de la forma (2.117)).
La solucion periddica de la ecuacién (2.117) de periodo 2mn
se busca en forma de la serie

x(t, w)y=xo () +px, )+ ... +p"x, () + ... (2.110)

Sustituyendo (2.110) en la ecuacion (2.117) y comparando los coefi-
cientes de iguales potencias de p, obtenemos las ecuaciones (2.109),

en las cuales a=%. Para determinar x,(f), se obtiene la ecuacion
generadora '
xo+ s %= [©), (2.118)

que tiene solucién periodica de periodo 2nn sélo cuando el segundo
miembro no contiene a los términos resonantes, o sea, cuando

2nn 2nn

Sf(t)cos%dt=0 y Sf(t)sen%dt=0.

Si estas condiciones se cumplen, entonces todas las soluciones de
la ecuacién (2.118) tienen penodo 2sn:

X = €30 COS 7 - g SEN ; + 90 (9),

donde ¢,y y ¢y son constantes arbitrarias.
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La ecuacién que determina a x,,
. 1 A
X5 x=F(t, x, %, p), (2.119)

tendra soluciones periédicas de periodo 2mn sélo cuando el segundo
miembro no contenga a los términos resonantes, es decir, cuando
se cumplan las condiciones

2nn ]

S F (¢, xp X 1) cos%dtzo, l

0

2m (2.120)
S F(t, x, X, y)seni—dt:O, l

0 s

de las cuales, en general, se determinan c;, y ¢,.
Si las condiciones (2.120) se satisfacen, todas las soluciones de
la ecuacion (2.119)

t t
Xy = €11 €08 —~+ Cyy Sen —+ @, @

tienen periodo 2mn. Para la determinacion de las constantes arbit-
rarias ¢;; y ¢, utilizamos las dos condiciones de la ausencia de
los términos resonantes en la ecuacién siguiente de (2.109):

N 1 oF OF - oF
Xyt 5 Xy = (5))‘(:{0"1'{” (57){:5%&'{‘ ( )

al“'/ X=X
X=X, X=X, X=X,
nw=o p=o n=0

y asi sucesivamente.

4. Caso aut6nomo. Supongamos que el segundo miembro
de la ecuacién (2.107) no depende explicitamente de £, y la ecua-
cién tiene la forma

x+ax=pF (x, x, p), (2.121)

donde la funcién F satistace las condiciones establecidas anterior-
mente. A primera vista puede parecer que el anilisis de la ecua-
cién (2.121) debe ser mas sencillo que el de la (2.107), en la cual
el segundo miembro depende del argumento #; sin embargo, en
realidad la ausencia del argumento ¢ en el segundo miembro de la
ecuacion hace el problema mas complejo.

Si el segundo miembro depende explicitamente de ¢, entonces,
como fue ya seilalado anteriormente, son conocidos los posibles
periodos de las soluciones, puesto que éstos pueden ser sélo igua-
les al periodo del segundo miembro, o multiplos de éste, a lo
largo de las soluciones, respecto al argumento ¢ contenido explici-
tamente.
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Si, en cambio, el segundo miembro no contiene a ¢, se lo puede
considerar como funcién periddica de periodo arbitrario y, por lo
tanto, no se excluye la posibilidad de la existencia de una solu-
cion de cualquier periodo, siendo éste, en general, funcién del
parametro p. Debido a que el periodo de x(f, n), en general, es
funcidon de u, no seria conveniente buscar la solucién en forma de
la serie

Xt W=% B Ep5 O+ AR O+ ..., (2.110)

puesto que cada funcién x, (f) por separado no estid obligada a ser
funcion periddica. Por consiguiente, las funciones x, (f) no podrian
ser halladas por los métodos anteriores. Por eso hay que trans-
formar la ecuacién (2.121) a una nueva variable independiente, de
manera que con respecto a dicha variable la ecuacién tenga periodo
constante, y luego buscar la solucién en forma de la serie (2.110).

Previamente, para simplificar, transformemos la ecuacién (2.121),
por la sustitucion de la variable independiente ¢, =at, a la forma

a2 .
d—;§+x:pF1 (x, x, p). (2.122)

Cada solucién de la ecuacién generadora x,(¢,)=c,cos ({, —¢,)
tendra periodo 2m, y las soluciones periddicas de la ecuacién (2.122)
para p==0, si éstas existen, tendran periodo 2n -+ a (u); ademas,
se puede demostrar que a(u) es funcién analitica de p cuando p
es suficientemente pequeno.

Desarrollemos a (1) en serie de potencias de p; entonces

2+ o (W) =2 (| Ay + AP . B L), (2.123)

donde h; son ciertas magnitudes constantes por ahora desconocidas.

Transformemos las variables de manera que la solucién perid-
dica x(f, p) de la ecuacién (2.122) no tenga periodo 2w+ a (),
sino periodo constante 2n. Esto se logra por la sustitucion de las
variables

b=ty (L g b4 b ) (2.124)
ya que, debido a la dependencia (2.123), al variar ¢, desde 0 hasta

2n +a(u), la nueva variable #, varia desde 0 hasta 2r. Con esto
(2.122) se lleva a la forma: '

gy F(Lhpu+ b hpr . Px =
=p(l4+hput. . +hpr+ . )2F %
X, (Thhp-+ oo R u 4 ) g, p). (2.125)

La solucién periédica de esta ecuacién se busca en la forma
X(t W)= Xy () + 1xy () + . "%, (f) & ...,  (2.126)



§ 8. Método del pardmeiro pequeiio 159

donde x,(f,) son funciones periédicas del argumento 7, de periodo
2n. Sustituyendo (2.126) en la ecuacion (2.125) y comparando los
coeficientes de potencias iguales de p en ambos miembros de la
igualdad, se obtiene

)'c'(,»-;L x,=0, de donde x,=ccos(f,—1,),
Xyt+xy= —2hxy+ F, (xov )&0’ 0),
bien 3
Xy + Xy = —2h;ccos (f,—t,) +
+Fi(ccos(t,—1,), —csen(t,—1t,), 0) (2.127)

Para que la ecuacién (2.127) tenga soluciones periddicas, es ne-
cesario y suficiente que su segundo miembro no contenga a los
términos resonantes (véase (2.106)), es decir, que

25

S Fi(ccos(t,—ty), —csen(f,—1,), O)ysen(f,—1,)dt, =0,

[]

) (2.128)
"2h1€+T€S F,(ccos(f,—1,), —csen (¢, —1,), 0) X
0

X cos (t,—1,)dt,=0.

La primera ecuacién da la posibilidad de hallar el valor de ¢, y
la segunda, el de h,. Después de esto, se hallan las soluciones de
la ecuacién generadora x,=ccos(f,—1?,), en cuyo entorno para
pequefios p hay soluciones periddicas de la ecuaciéon (2.122) y se
determina aproximadamente el periodo de la solucion buscada

2 o () & 21 (1 + Ayp).

Conociendo ¢ y hy, se puede determinar x, (f;) vy, si es necesario,
calcular por el mismo método x, (%), x3(¢,), etc.

Ejemplo 2 . )
x+x=px(9—x2). (2.129)
Determinar las soluciones de la ecuacién generadora, a las cuales tienden las
soluciones periédicas de (2.129) cuando p — 0.
Las soluciones de la ecuacién generadora tienen la forma x=ccos ({—t).

Para la determinacién de los valores buscados de ¢, utilizamos la primera de
las ecuaciones (2.128):

on

S ¢ (9—¢2 cos? (f—ty)) sen? (t— 1) di =0,

0
2
):O, de donde ¢; =0, ¢y, 3=+ 6.

o bien mc ( 9——4-
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Para ¢; =0 se obtiene la solucién trivial x=0 de la ecuacién generado:a,
la cual sigue siendo solucién de (2.129) para cualquier p.
Cuando ¢,, 3= 4 6, obtenemos x= £ 6 cos ({ —¢,).

Demostremos uno de los teoremas mas simples de A. Poincaré
de existencia y unicidad de la solucién periédica que tiende hacia
la solucién periodica de la ecuacién generadora cuando p—0,
aplicado a la ecuacién de la forma

x=f(¢t, x, x, p), (2.130)

donde la funcién f satisface las condiciones del teorema sobre la
dependencia analitica de la solucién respecto al pardmetro p para
valores de p suficientemente pequefios. Aparte de ello, considera-
remos que la funcién f depende explicitamente de ¢, y que tiene
periodo 2m respecto a f. Supongamos también que la ecuacion ge-
neradora x=f(¢, x, x, 0) tiene solucién periédica tinica x = @, ()
de periodo 2.

Designemos por x(f, u, Py PB,) la solucién de la ecuacién
(2.130) que satisface las condiciones iniciales

x(f0)=@o (o) + Bor X (f0)= o (¢o)+ By
Por consiguiente, f, y B; son las desviaciones de las condiciones
iniciales de la solucién x (¢, p, By, B,) y de su derivada x (¢, u, By, B,)
respecto a las condiciones iniciales @4 (¢,) v @4(¢,) de la solucién
periodica de la ecuacién generadora.

El problema consiste en indicar las condiciones bajo las cuales,
para cada valor de p de médulo suficientemente pequefio, exista
una solucién periédica tinica x (¢, p, B,, f,) de la ecuacién (2.130)
que tienda a la solucion periédica ¢,(f) de la ecuacién genera-
dora, cuando p — 0.

Si la solucion x(f, u, By, B,) es periédica de periodo 2n, en-
tonces es evidente que deben satisfacerse las condiciones siguientes:

x'(2n, w, Bo, B1)“’f(0, W, Po, B1)=0, }
x (2n, p, Bo, By)—x(0, 1, By, By)=0.
Designando los primeros miembros de estas ecuaciones por @, (u, B, B,)
y @, (1, Bo, B) respectivamente, escribamos el sistema en la forma
Dy (1, Bo, B1)=0
o(tt, Bos B1) (2.132)
O, (1, Bor B)=0. |
Las condiciones (2.132), llamadas condiciones de periodicidad, son

no sélo necesarias, sino también suficientes para la periodicidad
de la solucién x (¢, u, By, B,) de la ecuacién (2.130).

(2.131)
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En efecto, debido a la periodicidad del segundo miembro de la
ecuacion (2.130) respecto a f, este segundo miembro toma en

las bandas 0§t§2n, 2n<;<4n, ..., valores iguales en los
puntos (¢, x, x), (¢+2xn, x, x), ... Por lo tanto, si en los puntos

=0y t=2n se dan condiciones iniciales x, y x, iguales, éstas
determinan curvas integrales completamente iguales en las bandas
0<<I<C2n y 2n<Ci<C4n (fig. 2.2), mas exactamente, curvas que
son continuacién periédica una de la otra.

“)

e d

g on 4z
I 1

Fig. 2.2

En virtud del teorema de las funciones implicitas, se puede
afirmar que si el jacobiano

D (®g, Dy)
D(f’o» F)l)

en el punto u=0, p,=p,=0, para cada valor de p de mddulo
suficientemente pequefio existe un par Unico de funciones B,(u) y
Py (n) que satisfacen las condiciones de periodicidad (2.132) y que
tienden a cero cuando p — 0; o sea, en las condiciones sefialadas,
para cada p suficientemente pequefio, existe una solucién periédica
tnica de la ecuacion (2.130) que tiende hacia la solucion periddica
de la ecuacién generadora cuando p—07%). Esta afirmacion es
precisamente el contenido del teorema de A. Poincaré.

-0

Ejemplo 3. Demostrar que en el caso de no resonancia, para la ecuacién
x+atx=f (@) +puF (¢t x x, p), (2.107)

donde f y F satisfacen las condiciones arriba expuestas (véase la pag. 150), se
cumplen las exigencias del teorema de existencia y unicidad de la solucién pe-
riddica.

La solucién x(f, p, By, P1), la cual es funcién analitica de los tres altimos
argumentos para valores suficientemente pequefios de los mismos, se busca en

*) Para mas detalles sobre los teoremas de la existencia de las soluciones
periddicas, consiltese el libro de 1. G. Malkin.
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la forma

x(t s Bos B =x0 () +x11 (1) Bot-x12 () Pr+ x5 () 4. . . (2.133)

Sustituyendo (2.133) en la ecuacién (2.107) y comparando los coeficientes de
iguales potencias de u, B, y B;, se obtienen para la determinactén de vy, y de
%y, las siguientes ecuaciones:

xta2y; =0, Xy (0)=1, x,,(0)=0, ]

X . (2.134)
X+ a6 =0, x5 (0)=0, x,(0)=1, J

(los valores iniciales se obtienen de las condiciones
x (to, 1 Bor Ba) = xo (f0) -+ Po,

4%(10; u, ﬁo- 51)='\;o(10)+61)v
de donde

1
X3y =1Co0s at, xn=? sen at,
Las condiciones de periodicidad (2.132) tienen la forma

(cos Qan—l)ﬁo—%%sen?a:tﬁl—l,— ...=0.

— asen 2aaf,+(cos 2at— 1) B, + ... =0,
donde los términos no escritos no influyen en la magnitud del determinante

D (B4, Dy)

———— = =f,=0.
D (Bor By cuando pu=PRe=f,

E| determinante

D (g, By)
D {(Bo, B1) lu=Bo=81=0

es diferente de cero, puesto que a no es igual a un niimero entero.

=(cos 2an —1)2 4 sen? 2an

§ 9. NOCIONES SOBRE PROBLEMAS DE CONTORNO

Como ya se indicé en la introduccién, conjuntamente con el
problema inicial fundamental, a menudo hay que resolver también
los 1lamados problemas de contorno, o de frontera. En estos prob-
lemas, el valor de la funcién buscada se da no en uno, sino en
dos puntos, los cuales delimitan un segmento, en el que se exige
hallar la solucién. Por ejemplo, en el problema del movimiento
de un punto material de masa m, bajo la accién de una fuerza
dada F (¢, r, 1), frecuentemente se pide hallar la ley de movi-
miento, si en el momento inicial /1 =¢,, el punto se encontraba en
la posicién caracterizada por el radio-vector r,, y en el momento
t=1, debe hallarse en el punto r=r,.
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El problema se reduce a la integracion de la ecuacién diferen-
cial del movimiento
2, .
mjt—zr:F(t, r, r)
con las condiciones de fronterar(f)) =r,; r(f;))=r,.

Obsérvese que este problema, en general, no posee una solu-
cién unica; si se trata de un problema balistico y de puntos en
la superficie de la Tierra, entonces el cuerpo puede caer en un
mismo punto siguiendo una tra-
yectoria rasa y siguiendo una
empinada (fig. 2.3); es mas,
para grandes velocidades inicia-
les puede caer en el mismo pun-
to después de una o de varias

vueltas alrededor del globo te- y;
rraqueo. 4
Un problema de contorno Fig. 2.3

similar se puede establecer tam-
bién para un rayo de luz que pasa a través de un medio refrac-
tante: hallar la direccién por la cual el rayo de luz debe partir
del punto A para caer en otro punto dado B. _ ‘

Aqui es evidente que este problema no siempre tiene solucidn,
y si la tiene, pueden haber varias, y hasta formar un conjunto
infinito (por ejemplo, si los rayos que salen de A tienen foco en B).

Si se logra hallar la solucién general de la ecuacion diferencial
del problema de frontera, entonces para la resolucion de este pro-
blema hay que determinar las constantes arbitrarias que se encuen-
tran en dicha solucién, partiendo de las condiciones de frontera.
En este caso, claro esta, no siempre existe solucién real, y si
existe, no es necesariamente fnica.

Como ejemplo de las posibilidades que aqui surgen, considere-
mos el siguiénte problema de contorno:

hallar la solucién de la ecuacion

y'+y=0, (2.135)

que satisface las condiciones: y(0)=0, y(x;)=y;-
La solucién general de la ecuacién (2.135) tiene la forma

Y =€y COS X+ Cy SN X.

La primera condicién de frontera se satisface para ¢;=0, con lo

cual y=c,senx.
Si x, % nn, donde n es entero, entonces de la segunda condi-

%
senx;

cion de frontera se halla y, =c,senx,, ¢;= Por consiguiente,
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en este caso existe una solucién tnica del problema de contorno:

y= Y1 senwx.
sen x,

Si, en cambio, x; =nxn e y, =0, entonces todas las curvas del
haz y=c,senx son gréaficas de las soluciones del problema de con-
torno.

Cuando x, =nn, y, 0, no existen soluciones del problema de
contorno, puesto que ni una sola curva del haz y=c,senx pasa
por el punto (x,, y;), donde

Xy =nm, y,5=0.

Veamos con mas detalle los problemas de contorno para las
ecuaciones lineales de segundo orden

Y+ (Y +p, () y=0(x), (2.136)
Y (%) = Yo, Y (%1)=y;. (2.137)
Mediante la sustitucion lineal de las variables
2= y— P (1~ x0)— Yo

las condiciones de frontera (2.137) se reducen a las condiciones
nulas z(xy) =2z (x;)=0, y ademas la linealidad de (2.136) no se al-
tera.

Multiplicando por elP1 @4 14 ecuacién lineal (2.136) se re-
duce a la forma

%(p N Y)+qx)y=7 (), (2.138)

donde p(x)=el?@%  Por ello, sin limitar sustancialmente la
generalidad, se puede sustituir el estudio del problema de frontera
(2.136), (2.137) por el estudio del problema de frontera para la
ecuacion (2.138), con las condiciones iniciales

Y (xo)=y (x,) =0. (2.139)

Consideremos previamente el problema de frontera (2.138),
(2.139), cuando f(x) es funcién con impulso igual a la unidad,
localizada en el punto x=s. Mds exactamente, consideremos la
ecuacion

,f—x(p @ y)+qx)y=Ff.(x, ) (2.140)

con condiciones de frontera y(x,)=y(x;)=0, donde la funcién
fe(x, s) es igual a cero en todo el segmeinto [x,, x,], con excep-
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cion del e-segmento del punto x=s, s—e<x<s-+eg, y ademas

s+¢e

S fe(x, s)dx=1.

Denotemos por G, (x, s) la solucién continua de este problema
de frontera y pasemos al limite cuando & —0:

lim G, (x, s)=G(x, s). (2.141)
€—>0

No seria dificil demostrar la existencia de este limite, el cual
no depende de la eleccion de la funcién f,(x, s); sin embargo no
hay necesidad de ello, ya que por ahora nuestros razonamientos
son de caracter general, y en la pag. 166 se dara una definicidn
exacta de la funcién G (x, s).

La funcion G(x, s) se llama funcion de influencia o funcion
de Green del problema de frontera considerado. Al igual que en
las pags. 126—127 la solucién del problema de contorno (2.138),
(2.139) de segundo miembro continuo en (2.138) se puede considerar
como superposicién de las soluciones de los problemas de contorno
que corresponden a funciones localizadas en un punto, con impul-
sos f(s;)As, donde s; son los puntos de divisién del segmento

. X1 —X, e
[%0, x;] en m partes iguales, As==2—"2_ Mas exactamente, la so-

lucién aproximada del problema de contorno (2.138), (2.139) es
igual a la suma integral

n

2 G()C, si)f(si) As)

i=1
y el limite de esta suma cuando m — oo:

Xy

y)=§G(x, 5)f(s)ds (2.142)

Xo

es solucién del problema de contorno considerado (2.138), (2.139).

El sentido fisico de la funcién de influencia G(x, s) y de la
solucién (2.142) se aclara aun mas, si en la ecuacion (2.140) se
considera y(x) como el desplazamiento de cierto sistema bajo la
influencia de la fuerza f(x), distribuida continuamente en el seg-
mento [x,, x,] (por ejemplo, la desviacion de un hilo de la posicion
de equilibrio bajo la accién de una carga distribuida con densidad
f (x)). En este caso G(x, s) describe el desplazamiento originado
por la fuerza unitaria localizada, aplicada en el punto x=s; la
solucién (2.142) se considera como el limite de la suma de las
soluciones correspondientes a las fuerzas localizadas,
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La funcion de Green posee las siguientes propiedades, que sur-
gen de su definicion (2.141):

1. G(x, s) es continua en x para s fija cuando x,<CTx<Cxy,
Xy < 8 < Xy.

2. G(x, s) es solucion de la ecuaciéon homogénea correspondiente

gd,;(p(x)y’)Jrq(x)y:O

en todo el segmento [x,, x;], a excepcion del punto x=s (ya que
fuera de este punto, en el caso en que la funcién estd localizada
en el punto x=-s, el segundo miembro es nulo).

3. G(x, s) satisface las condiciones de frontera:

G(x, 8)=G(xy, 5)=0.
4. En el punto x=s la derivada G, (x, s) debe tener disconti-
. . . 1
nuidad de primera especie con salto -7 En efecto, es de espe-
rar discontinuidad sdlo en el punto de localizacion de la funcidn, en
el punto x=s. Multiplicando la identidad
d . .
7 (P () Ge (%, 9)) + 9 (x) Ge (x, 5)=Te (x, $)

por dx e integrando desde s—e hasta s--¢, se obtiene

$+¢€ s+8&

P0G, )| + § g6, (x, dx=1

S—& S—8
y pasando al limite cuando & — 0, tendremos

1
ps)”

" Todos nuestros razonamientos sobre la funcién de Green han sido
de caracter general. Démosle ahora la exactitud necesaria.

Definicion. Se llama funcion de Green G(x, s) del problema
de frontera (2.138), (2.139) a la funcién que satisface las condicio-
nes'l), 2), 3) y 4).

Por sustitucion directa en la ecuacién (2.138), se comprueba que

[G' (s+0, 5)—G' (5—0, 5)] =

y(x)zslG(x, s)f(s)ds (2.142)

Xo

es solucién de esta ecuacién (las condiciones de frontera (2.139) se
satisfacen evidentemente, debido a la propiedad 3)).
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En efecto,
¥ =G, )@ ds=[ G (v 9 ©)ds+§ Gilx, 9)f(9)ds;

¥ ()~ § G (x, ) F(8)ds =Gy (x, x—0)f (x) +

2§ G 97OV ds—Gote, x 0)f (1) =

= {65 (v, 9)f(5)ds =[G (x +-0, )—Gix—0, )] f (x).
Sustituyendo (2.142) en la ecuacién (2.138), se obtiene

S[p (X) G (X, 8)—p ' (x) Gy (x, S)+qg(x)G(x, s)dx+
+p(x)[Gi (x+0, X) =G (x—0, ¥)]f(x)=](x),

debido a las condiciones 2) y 4).

Estudiemos un método de construccién de la funcién de Green,
del cual obtendremos a la vez una condicién suficiente para su
existencia.

Tomemos la solucién y, (x) de la ecuaciéon

d ,
ZPX)Y)+qx)y=0, (2.143)
determinada por las condiciones iniciales
Y(x) =0, Y (x)=yo+0.

Esta soluciéon, en general, no satisface la segunda condicién de
frontera y(x,)5=0. El caso y(x,)=y(x;) =0 es excepcional, y aqui
no sera estudiado.

Es evidente que las soluciones ¢y, (¥), donde ¢; es una constante
arbitraria, satisfacen también la condicién de frontera y(x,)=0.
Analogamente se halla la solucién no trivial y,(x) de la ecuacién
(2.143), que satisface la segunda condicién de frontera y,(x;)=0;
a esta misma condicién la satisfacen todas las soluciones de la
familia c,y, (x), donde ¢, es una constante arbitraria.

Buscamos la funcién de Green en la forma

Glx | €y (x), si X <x<s,
(Mg_l%%uhﬁs<x<&,

y las constantes ¢, y ¢, las escogemos de manera que se cumplan
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las condiciones 1) y 4), o sea, que la funcién G (x, s) sea continua
en x para s fija y, en particular, continua en el punto x=s:

€141 (8) = oY (9), (2.144)
y que G,(x, s) tenga en el punto x=s el salto Wls):
. . 1
Cotfa (S) =181 (8) = 5755 - (2.145)

Como se considera y, (x,) =0, las soluciones y, (x) e y,(x) son
linealmente independientes, ya que todas las soluciones linealmente
dependientes de g, (x) tienen la forma ¢y, (x) y, por consiguiente,
cuando ¢; =0 no son iguales a cero en el punto x; en el cual se
hace cero la soluciéon y,(x). Por lo tanto, el determinante del
sistema (2.144) y (2.145), que es el wronskiano W (y, (x), ¥, (x)) = W (x)
en el punto x=s, es diferente de cero, y las constantes ¢, y ¢, que
satisfacen el sistema (2.144) y (2.145) se determinan facilmente:

c,— 22 (s) C. = i
" WE)ps)? 2T W(s)ps)
de donde
BB yando Xy <KL x <,
Gx, s)={ V9P (2.146)
’ Y1 (s) o (%) '

AGYI0 cuando s << x < xy4.

Ejemplo. Hallar la funcién de Green del problema de frontera
&
S EOFeE=fe, s0=0 y(5)-0

Las soluciones de la ecuacion homogénea correspondiente, que satisfacen las con-
- a . .
diciones y(0)=0 e y 5 =0, tienen respectivamente la forma y,=c;senx e

Yo ==Cy cOs x; por lo tanto, en virtud de (2.146),

—cos ssenx cuando 0 << x<Cs,
G x 5)= l —sen s cos ¥ cuando s < xg%.
Observacién. Hemos supuesto (pag. 167) que no existen
soluciones no triviales y(x) de la ecuacién homogénea (2.143) que
satisfagan las condiciones de frontera nulas: y(x,)=y(x,)=0. Esta
condicion garantiza no sélo la existencia y unicidad del problema
de frontera (2.138), (2.139), sino 1ambién la unicidad de la funcion
de Green. .
En efecto, si admitimos la existencia de dos funciones de Green
diferentes G, (x, s) y G,(x, s) para el problema de frontera (2.138),
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(2.139), entonces obtenemos dos soluciones diferentes de este problema:

X1

n =G (x, 9f(s)ds

Xo

Xq

0 ()= § Gy (x, ) (5) s,

la diferencia de las cuales

Xy

(161 (x, $)—G,(x, )] (s)ds

Xo

sera, contrariamente a lo supuesto, una solucién no trivial de la
ecuacion homogénea correspondiente que satisface a las condiciones
de frontera nulas.

EJERCICIOS DEL CAPITULO 2

.y’ —6y’ 410y =100, y cuando d2x dx |
x=0, se tiene y=10, y’ =5. 8. ‘ﬂ_z_4'¢1_t“f‘4x:et+32t+l-
2. x-+ x=sen t—cos 2t. 9. (14+x2) y"+(y')2+1=0.
Y me __ d?x
3. y'y 3(y1) =0. 10. x* 25+ 1=0.
4 4"+ Y= edx " 11, y/V— 16y =x2—e~,

12. LEEAY] v 2=1'
5. %y’ —4xy +6y=2. ARACE

dbx d“x~l
6. y'+y=chux. 13. s dp - -
2 dix dzx
ny o= N2 el Dadliod i —f2__
7.y — (y')2=0. 14 77 2dt2 +x=12—-3,

15. y”4xy==0; integrar mediante series de potencias.
16. x2y” xy’J—<9x- —-;—) y=0; integrar reduciendo a una ecuacién de
Bessel.

17. y'-F (g’ =1, y(©O)=0, y' (O)=1
18. y"=3Vy, yO=1, y (0)=2.

19. ' fy=1——nm.
du 2 du
20. Er?+r dr =0.

21. Hallar la velocidad con la cual cierto cuerpo cae sobre la superficie de
la Tierra, si se considera que cae desde una altura infinita y que el movimiento
se efectiia solo bajo la accidn de la gravedad terrestre, Considerar el radjo de
la Tierra igual a 6400 km,
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22. Hallar la ley del movimiento de un cuerpo que cae sin velocidad ini-
cial, suponiendo que la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la
velocidad, y que el limite de ésta cuando £ — co es 75 m/seg.

23. Una cadena de 6 m de largo se desliza de una mesa. Al comenzar el
movimiento pendia de la mesa 1 m de cadena. ¢En cuanto tiempo caera toda
la cadena de la mesa? (Despreciar el rozamiento).

24. Una cadena ha sido tendida por encima de un clavo liso. Al comenzar
el movimiento de un lado penden 8 m de cadena, y del otro, 10 m. ¢Dentro de
cuanto tiempo se deslizara toda la cadena? (Despreciar el rozamiento.)

25. Un tren se mueve por una via horizontal. El peso del tren es P, la
fuerza de traccion de la locomotora es F, la fuerza de resistencia en pleno
movimiento es W =a--bv, donde a y b son constantes, y v es la velocidad del
tren; s es el trayecto recorrido. Determinar la ley de movimiento del tren, con-
siderando que cuando ¢=0, s=0y v=0.

26. Un peso de p kg colgado de un resorte hace que éste se alargue en a cm;
después el resorte es alargado en A cm mas, y soltado sin velocidad inicial.
Hallar la lay de movimiento del resorte, despreciando la resistencia del medio.

27. Dos pesos iguales son colgados en el extremo de un resorte. Hallar la
ley de movimiento de uno de los pesos si el otro se desprende. El alargamiento
del resorte bajo la accién de un peso es de a cm.

28. Un punto material de masa m se separa del centro O con una fuerza
proporcional a la distancia. La resistencia del medio es proporcional a la velo-
cidad de movimiento; hallar la ley de dicho movimiento.

29. Hallar la solucién periédica con periodo 2zt de la ecuacion

Xx+2=f (1),

donde la funcién f(¢f)=n%—¢3, para —a < f<Ca, y luego se prosigue peric-
dicamente.

’

, vy '
30. yy" e 33. y"+2 =shx.
99" +(9') Vi Y +29 +y
31 yy'y" = ()P + (). 34,y —y e,
32. x+9x=1fsen 3t 35. y"—2y" + 2y=xe* cos x.

36. (x2—1) y"—6y=1. Una solucion particular de la ecuacion homogénea
correspondiente tiene forma de polinomio.
37. Hallar la solucién u=u (x2+y?) de la ecuacion

d%u | 0%u
T ="
que depende solo de x2--y2.
38. Hallar la solucién u=u (x24 y2+22) de la ecuacion
d%u 0% | O%u
o ToE e =0
que es funcién de x2-4 y24-22.

39. Un punto material se hunde lentamente en un liquido. Hallar la ley de
movimiento, considerando que durante una inmersion lenta la resistencia del
liquido es proporcional a la velocidad de inmersion.

40. Integrar la ecuacién de movimiento mx;f (¢, x, x), considerando que

el segundo miembro es funcién solo de x 6 de x:
a) mx=f (x);
b) mx=f (x).
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41

43
44

VI3V 43yl —y = x.
42,

XV L 2x" +x=cost.

LR Y (LX) Y - y=2cos In (1 +x).
. Determinar la solucién periddica de la ecuacién

<@
£-:-23c+2x=2
n=1

sen nt

nt

45, Determinar la solucién periddica de la ecuacién

Xtmxtax=f (t),

donde a, y a, son constantes, y f(f), una funcién continua periédica de periodo
271, que puede ser desarrollada en serie de Fourier, a; #0 y a;, # 0.
46. x+3x=cos {4 x?, p es un parametro pequeiio. Determinar aproxima-
damente la solucidn periodica.
47, x3y"—xy’ 4-y==0; integrar la ecuacién si y, = x es una solucién particular.
48. Hallar la ecuacién lineal homogénea que posea el siguiente sistema

fundamental de soluciones: y,=x, Y=

49.
50.

51.

52,

53.

54,

XV 4 x =13,
x="P+y" +1.

X 10X 4 255 =21 - te—5t,
xyy” —x (y' ) —yy’ =0,
YVl —y == 2.

g+ 2V -y =x e,

55.
56.

57.
58.
59.

6y"y!V —5(y'"')2 =0.
"___ _y_l
xy" =y In e
y" 4 y=sen 3x cos x.
y'=23 y)=1, y'(h=1.
Yy ==y



CAPITULO 3
Sistemas de ecuaciones diferenciales

§ 1. CONCEPTOS GENERALES

La ecuacién de movimiento de un punto material de masa m,
bajo la accién de la fuerza F(¢, r, r), es

dtZ*F(t r, 1);

proyectando sobre los ejes de coordenadas, ésta puede ser sustituida
por un sistema de tres ecuaciones escalares de segundo orden:

d X
dt2

mW—Y(t X, Y, 2, X Y,2),

=X(t, %, 4, 2, Xy 2),

meZ=Z(t, %y, 2 % 4 2,

o por un sistema de seis ecuaciones de primer orden, si conside-
ramos como funciones desconocidas no sélo las coordenadas X, Y, 2

del punto en mowmnento, sino también las proyecciones x, y, z de
su velocidad d_t

x=1u,

Y=o,
Z2=W,

mu=X (¢, x, 4, 2,u,v, W),
my = Y(¢ x, 4,2, u,0, w),
mw =727 (Z, x, 4, 2, u, v, W).
En este caso, por lo general, se dan la posicién inicial del punto

x(t)=xq Ylt)=1Yo 2(ts)=2¢ y la velocidad inicial u(¢g) = u,,
v (ty) =1, W(ty)=wy.
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Este problema fundamental con valores iniciales ya fue analj-
zado en el § 6 del capitulo 1 (pag. 54). Alli fue demostrado el
teorema de existencia y unicidad de la solucion del sistema de
ecuaciones diferenciales

dxy

dr =f1 (t7 X1, Xy ooy X"),

dx,

oty Xy Xy o ), (3.1)
dx

‘Elfn _:fn (t’ X1 Xy -y X,,),

que satisface las condiciones iniciales
xi(t)y=1x; (=1,2,...,n). (3.2)

Recordemos que las condiciones suficientes para la existencia y
unicidad de la solucién del sistema (3.1) con las condiciones ini-
ciales (3.2) son:

1) continuidad de todas las funciones f; en un entorno de las
condiciones iniciales;

2) cumplimiento de la condicién de Lipschitz para todas las
funciones f; en todos sus argumentos, a partir del segundo, en dicho
entorno.

La condicién 2) se puede cambiar por una més grosera: la existen-
cia de las derivadas parciales

ofi o .
(E @ j=1, 2,...,n),

acotadas en valor absoluto.

La solucion x,(t), x,(f), ..., x,(f) del sistema de ecuaciones
diferenciales es una funcién vectorial n-dimensional, que denota-
remos abreviadamente por X (f). Con esta notacion, el sistema (3.1)
se puede escribir en la forma

dX
W:F (t, X),
donde F es una funcién vectorial con coordenadas (f;, fs, ..., f,),
y las condiciones iniciales, en la forma X (f,)= X,, donde X, es
un vector de n dimensiones con coordenadas (xyq, X59, - - .y Xpq)-
La solucién
Xy=x.(8), Xo=x,(8), ..., x,=x,(f),

o, mas compactamente, X = X (), del sistema de ecuaciones, deter-
mina en el espacio euclidiano de coordenadas ¢, x,, X,, ..., X,
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cierta curva llamada curva integral. Cuanda se cumplen las condi-
ciones 1) y 2) del teorema de existencia y unicidad, por cada punto
. de dicho espacio pasa una sola curva integral, y el conjunto de
éstas forma una familia dependiente de n parametros. Como para-
metros de esta familia se pueden tomar, por ejemplo, los valores
iniciales xy,, X9, - .., X0

Se puede dar otra interpretacion de las soluciones

H=x, (), X,=x,(8), ..., x,=x,()

o, en forma mas compacta, X= X (¢), que es particularmente c6-
moda si los segundos miembros del sistema (3.1) no dependen expli-
citamente de ¢.

En el espacioeuclidiano con coordenadas rectangulares xy, x,, ..., x,
la solucién x; =x,(f), x,=x, (f), ..., x,=x, (1) determina la ley de
movimiento por cierta trayectoria segtin la variacion del parametro ¢,
el cual en esta interpretacion se considerara como tiempo. Asi, la

derivada % serd la velocidad de movimiento del punto, y %ftl,
%"%, d;t", las coordenadas de la velocidad de este punto. En

esta interpretacion, muy natural y comoda en ciertos problemas
fisicos y mecanicos, el sistema

dx;

dt:‘f"(t’ Xy Xp oo X)) (E=1,2, ..., n), 3.1

o bien
dX
7= F (¢, X),

se llama generalmente dindmico; el espacio de coordenadas x,, x,,
...y X,, espacio de f[ases, y la curva X = X(f), trayzctoria de

fases.
El sistema dindmico (3.1) determina en un momento dado ¢ en
el espacio x,, x,, ..., x, un campo de velocidades. Si la funcidén

vectorial F depende explicitamente de ¢, entonces el campo de ve-
locidades cambia con el tiempo, y las trayectorias de fases pueden
intersectarse. Si la funcién vectorial F o, lo que es lo mismo, to-
das las funciones f; no dependen explicitamente de ¢, el campo de
velocidades es estacionario, es decir, no cambia con el tiempo, y el
movimiento serd permanente.

En el dltimo caso, si las condiciones del teorena de existencia
y unicidad se cumplen, por cada punto del espacio de fases
(x4, X5, ..., X,) pasara una sola trayectoria. En efecto, en este caso
por cada trayectoria X = X (f) se realizan infinitos movimientos
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diferentes X = X (f{ —c¢), donde ¢ es una constante arbitraria. Es
facil comprobar esto realizando la sustitucion de variables ¢, =1 +-c,
con lo cual el sistema dinamico no cambia su forma:

dX
d—tl =F (X)’

por consiguiente, X = X (¢,) serd su solucién que, expresada en las
variables anteriores, sera X = X (¢ --¢).

Si por un punto X, del espacio de fases, en el caso considerado,
pasaran dos trayectorias

X=X, y X=Xs() X, (&)= Xs(t)= Xy,

entonces, tomando en cada una de ellas el movimiento para el cual
el punto X, se alcanza en el momento {=1,, o sea, considerando
las soluciones

X=X (t_to“f‘To) y X:X2(t_to-i‘_o),

se obtendria una contradiccion con el teorema de existencia y uni-
cidad, puesto que las dos soluciones diferentes X, (¢{—{o+ 1)
y X,(t —ty-+1t,) satisfarian a la v
misma condicién inicial X (f)) = X,.

Ejemplo. El sistema de ecuaciones

dx dy

FrAmLA (3.3) f\
posee, como no es dificil comprobar por \ 0 z
sustitucion directa, la siguiente familia

de soluciones:
X =1¢,008 ( —¢3),
Y==— ¢y sen ({ —c,).

Considerando ¢ como parametro, obtene-
mos en el plano de fases x, y una fami- Fig. 3.1

lia de circunferencias con centro en el ori- C

gen de coordenadas (fig. 3.1). El segundo

miembro del sistema (3.3) no depende de ¢ y satisiace las condiciones del teorema
de existencia y unicidad; por esto, las trayectorias no se cortan. Fijando c,, ob-
tenemos una trayectoria determinada; ademas, a diferentes c, les corresponden
movimientos diferentes por dicha trayectoria. La ecuacién de la trayectoria

x24y?=c} no depende de c,, por lo que todos los movimientos para un ¢, fijo
se realizan por una misma trayectoria. Cuando ¢; =0, la trayectoria de fases se
compone de un punto, llamado en este caso punfo de reposo del siste-
ma (3.3).
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§ 2. INTEGRACION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES
POR REDUCCION A UNA SOLA ECUACION DE MAYOR ORDEN’

Uno de los meétodos fundamentales de integracion de sistemas
de ecuaciones diferenciales consiste en lo siguiente: de las ecuaciones
_del sistema (3.1) y de las ecuaciones obtenidas derivando éstas, se
excluyen todas las funciones desconocidas, excepto upa, para cuya
determinacién se obtiene una ecuacion diferencial de orden mayor.
Integrando dicha ecuacidn, se halla una de las funciones descono-
cidas. Las funciones desconocidas restantes se determinan, en lo
posible sin integracion, partiendo de las ecuaciones originales y de
las obtenidas por derivacion.

Veamos algunos ejemplos para ilustrar lo antedicho.

Ejemplo 1.
de_ dy_
@V oa*

. . . . dx dy . .
Derivemos una de las ecuaciones, por ejemplo, la primera, —— ; eliminan-

der dr
2
4—f—x=0, de donde x=c;e! 4

dt
- . L. dx
4 cye=t. Utilizando la primera ecuacién, obtenemos y:a:cie‘—cge-’.
Hemos determinado y sin integrar, mediante la primera ecuacién. Si hubié-

ramos determinado y de la segunda ecuacidn,

do % mediante la segunda ecuacién, se obtiene

d

Fi:x:cle’—l—cge", y=cel—ce~! ¢,
entonces habriamos introducido soluciones superfluas, puesto que la sustitucion
directa en el sistema original muestra que las funciones x =c,e ™! - cpe—t e y=c,e! —

—cye~!4-cy satisfacen al sistema no para c; cualesquiera, sino para c;=0.
Ejemplo 2.

dx

I (3.4,)

dy

2=y (3.4)
Derivemos la segunda ecuacidn:

d*y _dx dy .

Ez— = ?ﬂ_‘(ﬂ . (340)
De las ecuaciones (3.4,) y (3.5) se determinan x y %%c

1 /dy
x=—§ (E—l—y) , (3.6)

de_ 1 (d¥y  dy
di— 2 \dee " dt
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Sustituyendo en (3.4,), oblenemos

?y  ,dy
an 2y ty=o

Integrando la ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes y=e' (c; 4 ¢y?)
y sustituyendo en (3.6), se halla x (f): o

1
r== el (2¢;+¢;+ 2c,8).

Ejemplo 3.
d2x d2y
Fr N T
. . L. d?y  dix .
Derivando la primera ecuacién, obtenemosm=a—ﬁ , y sustituyendo en la se-
4
gunda ecuacién, se tiene ZTf=x. Integrando esta ecuacion lineal homogénea con

coeficientes constantes, obtenemos
x:cle’+c2e‘t—|—c3 cos t+cy sen t,
y sustituyendo en la primera ecuacién, se halla
y=0131+026_t—“03 cos t—cy sen t.

Describamos méas exactamente el proceso de eliminacién de todas
las funciones incégnitas, excepto una, del sistema.

Demostremos previamente que una de las funciones desconocidas,
por ejemplo x, (f), que figura en la solucidén x, (¢), x5 (¢), - .., X, (&)
del sistema de ecuaciones diferenciales:

dx,

E=f1(t,x1,xg,...,xn),

d

2 =fa(t Xy Xy oy 1), ( (3.1)
dx, .

T;t—:fn(t’ xl, xz, ""xn)!

satisface cierta ecuacién de n-ésimo orden. Consideraremos en este
caso que todas las funciones f; poseen derivadas parciales continuas
respecto a todos los argumentos, de hasta (n—1)-ésimo orden in-
clusive. Al poner en el sistema (3.1) cierta solucidn x; (£), X, (),

., X, (), todas las ecuaciones de éste se reducen a identidades.
En particular, la primera ecuacion

dx
T;:fl(t’ X1y Xgy ooy Xp)

de] sistema también se reduce a una identidad,
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Derivando esta identidad con respecto a ¢:

Py o Zafl dx;

drr dx; dE?

o bien
dz 1e] J
= —"—-2. o Fa (3.79)

y designando el segundo miembro de la ditima identidad por
Fy(t, x4, X5, ..., X,), obtenemos

d?x,

‘E{: F2 (t, X1y Xgy oo vy )Cn). (372)
Derivando nuevamente esta identidad:
n
d3x, OF, | (2_F_2di,-
daB T ot T 4 Ox; dt’
o bien

d3x. dFo ()F)
7[31:: ot fn (3.79)

y designando el segundo mxembro de la ultima identidad por
Fy(t, Xy, X9, ..., X,), obtenemos:

dxl

ap = Fa(ts X1, X, .., x,). (3.7%)

Derivando una vez mas esta identidad, y continuando este proceso
n—2 veces, obtenemos por tltimo la identidad

dn 1
Tt,;_—f‘=F,,_1 (£, X1o Xoy «vvy Xp)s (3.75_)
derivandola y utilizando las identidades (3.1), tendremos:
dn
—#‘}:F"(t, Xy Xgy ooy X,
De esta manera, hemos obtenido n—1 identidades
iﬁ_’fl (£, X1y Xay vvy Xy), (3.7
dz?
G =Falt, xy, X o0, X, (3.7,) 67
dll'—l
—dt—,,—_'fl=F,,_1(t, Xp Xay ooon X)) (3.7,29)
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y ademas la identidad
dny,

i T n(f! X1y Xy v e vy X"). (38)
Supongamos que el determinante es
D(fh FZ Fs'-"* n— 1)
D (xy, X3, X4, - ..\ Xp) 0
en la regién considerada de variacion de las variables. Entonces
el sistema (3.7) se puede resolver respecto a x,, x3, ..., x,, expre-
n
sandolas mediante las variables ¢, x,, %, ddt" + . Sustituyen-
do en la tltima ecuacion (3.8) las variables x,, x;, ..., x,, halla-
das del sistema (3.7), obtenemos la ecuacion de n-ésimo orden
dnx dx an—1yx’
(g, O, (3.8,)
a la cual satisface la funcién x, (¢), que era, por hipdtesis, la pri-
mera funcién x,(f) de la solucién x,(¢), x,(?), ..., x,(f) del sis-

tema (3.1).
Demostremos ahora que si se toma cualquier solucidn x, (f) de
la ecuacion de n-ésimo orden obtenida (3.8;), se sustituye en el

sistema (3.7) y se determinan de éste x,(¢), x3(f), ..., x,(f), en-
tonces el sistema de funciones
X1 (), x5 (8)s ..., X, (1) (3.9)

sera solucién del sistema (3.1).

Sustituyendo el sistema de funciones hallado (3.9) en el sistema
(3.7), todas las ecuaciones de éste se reducen a identidades; en
particular, se obtiene la identidad

d
"1 L=t X1 Ko ooy Ky (3.7,)

Derivandola con respecto a ¢, tendremos:
d*, Of Ofy dx;
= l+zaxt dat (3.10)

En esta identidad, por ahora, no es posible sustltulr [ por las

funciones f;, ya que ain no hemos demostrado que las funcwnes
obtenidas x,, x,, ..., x, por el método expuesto anteriormente,
partiendo de la ecuacion (3.8) y del sistema (3.7), satisfacen el
sistema (3.1). Es maés, precisamente esta afirmacién constituye la
finalidad de nuestra demostracion.
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Restando miembro a miembro la identidad (3.7,) de la iden-
tidad (3.10), tomada en la forma desarrollada (3.7), obtenemos

- 6f dx,

o bien, debido a (3.7,),
O [y
Lo (G —h) =0

En forma completamente aniloga, derivando la identidad (3.7,)
y restandole (3.7§), derivando luego (3.7;) y restandole (3.7)), ets.,

obtenemos:
OFQ dx;
Zax, \ df "> 0.

OF,_4 (%_f,> —0.

> 0x;

i=

Como el determinante del sistema de ecuaciones lineal homogéneo .

ACEAR
};‘;g?(dx f'>" f 3.11)

~ OF,_y (dr; o
ax; \dt i)

i=2

. e dx;
formado por n—1 ecuaciones y con n—1 incognitas E_ff

(i=2, 3, ..., n), coincide con el determinante funcional diferente
de cero

D(f1, Fyy ...s Fri)

D (xy, x3, ..., xp) 70,

el sistema (3.11) en cada punto de la region considerada tiene sélo
soluciones triviales:

dx, 1]

E_flEO (t=2, 3, ...,n).
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Tomando en cuenta ademas (3.7,), obtenemos que las n funciones

X1, X ..., X, son soluciones del sistema de ecuaciones
dx; .
=T (& % Xy oo ) (=12, ..., n).

Observacién 1. El proceso indicado aqui de elminacién de
todas las funciones, con excepcién de una, presupone que

D (f1, Fay -y Fri)
D (xy, x3, ..., Xp)

0. (3.12)

Si esta condicién no se cumple, se puede utilizar el mismo
proceso, pero en lugar de la funcién x,, tomar cualquier funcion

de las x,, xg, ..., X, que forman la solucién del sistema (3.1). Si
la condicién (3.12) no se cumple al escoger cualquier funcién de
las x,, Xg, ..., X, en lugar de x,, entonces son posibles diferentes

casos excepcionales, que ilustraremos con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.
dx
d_;:fl(t: x1),

dx,

=2 (6 %),
dx.
Tf=fs () xg).

. El sistema se descompone en ecuaciones completamente independientes entre
si, cada una de las cuales debe integrarse por separado.

Ejemplo 5.
dx
—dtl___"fl (f, xl)'
dx, af,
'Et"“h (t’ Xoy Xa)» E{s 7& 0,
dxg

sz:s {t, %, X3).

Las dos dltimas ecuaciones se pueden reducir a una ecuacién de segundo
orden por el método sefialado anteriormente; pero la primera ecuacién, que con-

tiene la fynci(’)n desconocida x;, la cual no figura en las ecuaciones restantes,
debe ser integrada por separado.

~ Observacién 2. Si aplicamos el proceso de eliminacién in-
dicado anteriormente al sistema

dty

n
L= a(0 0y (=1,2...,n),
i=1
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llamado lineal homogéneo, entonces, como es facil comprobar, la
ecuaciéon de n-ésimo orden

Lo (1, 5, 2 g (3.8))

din N N Tt

también serd lineal homogénea. Ademas, si todos los coeficientes a;;
son constantes, la ecuaciéon (3.8,) sera también lineal homogénea
con coeficientes constantes. Una observacién analoga se cumple
también para el sistema lineal no homogéneo

dy;

dt:Zaij(i)xj+f,~(i) (i=1, 2,...,n),
j=1

para el cual la ecuacioén (3.8;) serd una ecuacién lineal no homo-
génea de n-ésimo orden.

§ 3. DETERMINACION DE LAS COMBINACIONES INTEGRABLES

La integracién del sistema de ecuaciones-diferenciales

dx; .

—dt’—zfi(t,xl, Xo v Xy) (i=1,2,...,n) 3.0
se realiza frecuentemente escogiendo las llamadas combinaciones
integrables.

Se llama combinacion integrable a una ecuaciéon diferencial que
es consecuencia de las ecuaciones (3.1), pero que se integra con
facilidad; por ejemplo, que es de la forma

do(t, x,, x5, ..., x,)=0,

o que es una ecuacion que se reduce, mediante cambio de variables,
a cualquier tipo integrable de ecuaciones con una funcién descono-
cida.

Ejemplo L.
dr_d_
a— v aT*
Sumando miembro a miembro estas ecuaciones, se halla la combinacién integrable
dx+y) __ o dxty)
G =*ty o bien T—fT_dt'
de donde

Injx+yl=t+lnc, x+y=ce'.
Restande miembro a miembro la segunda ecuacién de la primera, obtenemos la
segunda combinacién integrable

dx—y)

p — (x—y), o bien M:—dt,

x—y
Injx—y|=—t+Inc, x—y=cet.
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De este modo, hemos hallado dos ecuaciones finitas *):
xty=cel v x—y=ce !,

a partir de las cuales se puede determinar la solucién del sistema original:

1 1
x:§—(cle'+cge"), y=‘§ (cref —cpe™?),
o bien
x=ciel Fcet, y=cel—cet.

Una combinacién integrable permite obtener una ecuacién finita
Dyt %y, %oy ..., X)) =0y,

que relaciona las funciones desconocidas y la variable independiente.
Tal ecuacion se llama primera integral del sistema (3.1).
De esta manera, se llama primera integral

D, xq, Xgy ...y X,)=C (3.13)

del sistema de ecuaciones (3.1) a una ecuacion finita que se reduce
a una identidad para cierto valor de ¢, si en lugar de x;(¢) (i =1,
2, ..., n), se sustituye la soluciéon del sistema (3.1).

Con frecuencia también se llama primera integral al primer
miembro @ (¢, x;, X,, ..., x,) de la ecuacion (3.13), y entonces la
primera integral se determina como una funcién no idénticamente
igual a una constante, pero que conserva su valor constante a lo
largo de las curvas integrales del sistema (3.1).

Geomeétricamente, la primera integral @ (¢, xy, x5, ..., X,)=cC
puede ser interpretada, para una c¢ fija, como una superficie n-di-
mensional en el espacio de n--1 dimensiones, de coordenadas ¢, x,,
Xg, .. .» X, que posee la propiedad de que cada curva integral que
tiene un punto comin con esta superficie estd enteramente conte-
nido en ella. Cuando ¢ es una variable, obtenemos una familia de
superficies que no se cortan, y que poseen la misma propiedad, es
decir, que estan compuestas por puntos de cierta familia de curvas
integrales del sistema (3.1), dependiente de n—1 parametros.

Si se han hallado % combinaciones integrables, entonces se ob-
tienen £ primeras integrales:

Dy (f, xp, X5, o0y X)) =0y,
D, (¢, Xy, Xy o0y X)) =0y,
Vel ot B = (3.14)
D, (8, Xy, X9y .o, X)) =C

*) Véase la nota al pie de la pag. 22 (N. de la Red.)
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Si todas estas integrales son independientes, o sea, si al menos un
determinante

D(Dy, @, ..., D)

D (x;,, xj,, s X7,) #0,

donde x;, x;, ..., x;, son k funciones cualesquiera de las x,, x,,

., X, entonces a partir del sistema (3.14) se pueden expresar k&
funciones desconocidas mediante las demas y, sustituyéndolas en el
sistema (3.1), reducir el problema a la integracién de un sistema
de ecuaciones con una cantidad menor de incognitas. Si k=ny te-
das las integrales son independientes, todas las funciones descono-

cidas se determinan a partir del sistema (3.14).

Ejemplo. 2.
dx dy dz
@Y g TETR G

Sumando miembro a miembro las ecuaciones de este sistema, obtenemos
dx dy dz .o d Lo
a—t+a+a—0y o bien E(x“"y‘*‘z)—(),

de donde

x+ytz=cy.

Esta primera integral hallada permite expresar una de las funciones desconocidas
mediante las demas variables, y con ello reducir el problema a la integracién de
un sistema de dos ecuaciones con dos funciones incdgnitas. Sin embargo, en este
caso es facil hallar otra primera integral. Multiplicando la primera ecuacién por x,
la segunda por y, la tercera por z y sumando, resulta

dx dy dz
X d—t + Y a + z Ft - 01
o bien, multiplicando por 2, obtenemos

d
—_— 2 2 2) ——
7 T+ =0,
de donde
2ty 2=c,.

Partiendo de estas dos primeras integrales halladas se pueden expresar dos fun-
ciones desconocidas mediante las demés variables, reduciéndose el problema a la
integracién de una ecuacién con una funcién incognita.

Ejemplo 3.

dp dg dr

A E_(B—C) gr, B E-(C_A) rp, C E—(A—B) rq,

donde A, B y C son constantes (este sistema se encuentra en la teoria del mo-
vimiento de un cuerpo rigido). Multiplicando la primera ecuacién por p, la se-
gunda por ¢, la tercera por r y sumando, se obtiene

dr

d, d
Apd—’j+Bq,Tj’+Cr T

=Or
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de donde se halla la primera integral
Ap?-Bg2+Cri=c¢y.
Multiplicando la primera ecuacién por Ap, la segunda por Bg, la tercera por
Cr y sumando, tendremos
Azpi—‘;—i—qu%JrCzr%%:O,
e integrando, obtenemos otra primera integral
A2p? | Bq2 | C2r2 =g,

Si se excluye el caso A=B=C, para el cual el sistema se integra directamente,
las primeras integrales halladas seran independientes y, por lo tanto, utilizando
éstas se pueden eliminar dos funciones desconocidas. Ademas, para determinar
la tercera funcién se obtiene una ecuacién con variables separables.

Para hallar las combinaciones integrables con frecuencia es més
cémodo pasar a la llamada forma simétrica de escritura del sistema
de ecuaciones (3.1):

dx _ dx, .
(‘pl (tv X1, Xoy vy xn) (P2(tr X1, Xoy ooy xn) A
dx, dt
= = , 3.15

dond Qn(ty X1, Xoy ovs X5) Qo {ly Xy, Xoy ..., Xp) ( )
onde

% (tv Xy, X3y o0y xn) .

filt, 2, Xoy ooy xp) = gttt (i1, 2, 0, ),

En un sistema dado en forma simétrica, las variables son equi-
valentes, lo cual con frecuencia facilita la blisqueda de las combi-
naciones integrables.

Ejemplo 4.
dx dy  dz
pom R A T Pl (3.16)
Integrando la ecuacion
dy _de
2xy ~ 2z’

hallamos %:q. Multiplicando los numeradores y los denominadores de la pri-

mera razén del sistema (3.16) por x, la segunda por y, la tercera por z y for-
mando la proporcién compuesta, obtenemos

xdx + ydy - 2dz _4dy
x(4yi42%) 2y’
de donde

In(x*fy?+28)=In]y[+Inc,
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o bien

R4yt 22
— =
Las primeras integrales independientes halladas
y_ . . ¥ty
2y J =0y

determinan las curvas integrales buscadas.

§ 4. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Un sistema de ecuaciones diferenciales se llama [lineal, si es
lineal con respecto a todas las funciones desconocidas y a sus deri-
vadas. El sistema de n ecuaciones lineales de primer orden, escrito
en la forma normal, es

dx; " .
K=Y a5+ h0) (=1,2, ..., (3.17)

i=1

o, en forma vectorial,
%=AX+F, (3.18)

donde X es un vector n-dimensional de ccordenadas x, (f), x,(f),

., X, {f); F es un vector n-dimensional de coordenadas f, (¢),
fat), ..., f,(). Es conveniente en lo sucesivo representar dichos
vectores como matrices de una columna:

legl /1]
x2! |f2
X: . l’ F: . ,
||
M
Xl Iifnl
dry
dt
I dxy
Iau Ay ... a4y i
A=10n G2 oo azn} 24
R . di
’Ianl an2 LR ann‘
ds,
dt
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Seglin la regla del producto de matrices, las filas del primer
factor deben multiplicarse por la columna del segundo: por lo tanto,

n
X %, 211 ayx;-+fy
- j 3

n n
. ]
Ay ;: X, Ay :X;
AX=| ;= "¥Y| AX-LF= ,Z YAt

Za"l 7 ig a"! 1+i"

La igualdad de matrices significa la igualdad de todos sus elementos,
por lo cual una sola ecuacién matricial (3.18), o bien

dxl n
di o GiX T f1

dx, j=

dt L
— ay;X;+ fy

......

dx,, n +f
d—t /é J .I
es equivalente al sistema (3.17).

Si todas las funciones a;;(f) y f;(f).en (3.17) son continuas en
el segmento a<<{<C), entorices en un entorno suficientemente pe-
quefio de cada punto (fgs X1g Xags - - s Xno), donde a<t,< b, se
cumplen las condiciones del teorema de existencia y unicidad (véase
la pag. 173) y, en consecuencia, por cada punto con estas propieda-
des pasa una sola curva mtegral del sistema (3.17).

En efecto, en el caso considerado los segundos miembras del
sistema (3.17) son continuos, y sus derivadas parciales con respecto
a cualquier x; son acotadas, puesto que dichas derivadas son iguales
a los coeficientes g;;(f), continuos en el segmento a<C¢<Cb.

Definamos el operador lineal L por la igualdad

L[X] —————AX
entonces ‘la ecuacion (3.18) puede escribirse en la forma atin mas
compacta
L[X]~ . 3.19
Si todas las f;(1)=0 (i=1, ..., n) o, lo que es lo mismo,

la matriz F=0, el sistema (3. 17) se llama lineal homogéneo. En
forma compacta, el sistema lineal homogeneo tiene la forma

L[X]=0, (3.20)
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El operador L posee las dos propiedades siguientes:
1) L{cX])=cL[X],
donde ¢ es una constante arbitraria.
2) L[X,+ X,) =L [Xi]+L[X,)
En efecto,

d (cX) _rdx
di _A(CX):C [W—AX],

X;
d(X]a;{_-Xz)—A(X1+X2)E<‘i_)<1 AX1>—{-<dd—t2—AX2).

i
Un corolario de 1) y 2) es

{= i=1
donde las c¢; son constantes arbitrarias.

Teorema 3.1. Si X es solucion del sistema lineal homogéneo
L [X]=0, entonces cX, donde c es una constante arbitraria, es tam-
bién solucion de dicho sistema.

Demostracidon. Dado L([X]=0, hay que demostrar que
L[cX]=0.

Aplicando la propiedad 1) del operador L, obtenemos

L{cX]=cL[X]=0.

Teorema 3.2. La suma X,+ X, de dos soluciones X, y X, del
sistema de ecuaciones lineal homogéneo es solucion de dicho sistema.

Demostracidon. Dado L [X;]=0y L[X,]=0, hay que de-
mostrar que L [X, - X,]=0.

Aplicando la propiedad 2) del operador L, se obtiene

L[X;+4 X,)=L[X,]+L[X,]=0.
Corolario de los teoremas 3.1 y 3.2. La combinacion lineal
:z ¢;X; de las soluciones Xy, X,, ..., X,, del sistema L[X]=0
con coeficientes constantes arbitrarios es solucién de dicho sistema.

Teorema 3.3. Si el sistema lineal homogéneo (3.20) con coefi-
cientes reales a;;({) tiene una solucién compleja X = UiV, las
partes real e imaginaria

lu, | lvx
;uz |Ug
U=|-| y V=":
t, | v,

son por separado soluciones de dicho sistema.
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Demostracion. Dado L[U —+iV]=0, hay que demostrar que
L{Ul=0 y L[V]=0.
Aplicando las propiedades 1) y 2) del operador L, se obtiene
LU+ iV}=L|[U]+iL[V]=0.
Por consiguiente, L[U]=0 y L[V]=0.

Los vectores X, X,, ..., X,, donde
Xy; ()
Xa; (£)
X[ = : y
i (1)
se llaman linealmente dependientes en el segmento a<C¢<Cb, si
existen las constantes a,, a,, ..., a, tales que
o X+ o X+ ...+, X, =0 3.21)
cuando a<Ct<Cb, y al menos un a;0. Si, en cambio, la iden-
tidad (3.21) se cumple sélo cuando o, =a,= ... =a,=0, entonces
los vectores X,, X,, ..., X, se llaman linealmente independientes.

Obsérvese que la identidad vectorial (3.21) es equivalente a las
n identidades:

i (0=0,
2"1 o %7 (£) =0, |

(3.21,)

Si los vectores X; (i=1, 2, ..., n) son linealmente dependientes
y, por lo tanto, existe un sistema no trivial «; (es decir, no todas
las a; son iguales a cero) que satisface al sistema (3.21,) de n ecua-
ciones lineales homogéneas con respecto a «;, entonces el determi-
nante del sistema (3.21,)

XII xlz .. xln
W% Xe2 - Xon
lxnl Xng « o+ Xpn

debe ser igual a cero para todos los valores de ¢ del segmento
a<t< b. Este determinante se llama wronskiano del sistema de
vectores X;, X,, ..., X,-
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Teorema 3.4. Si el wronskiano W de las soluciones Xy, X,, ..., X,
del sistema de ecuaciones lineal homogéneo (3.20) con coeficientes
continuos a;;(f) en el segmento a<(t< b, es igual a cero por lo
menos en un punto t =1, de dicho segmento, entonces las soluciones

Xy Xs, ..., X, son linealmente dependientes en el segmento men-
cionado y, por consiguiente, W =0 en dicho segmento.
Demostracion. Como los coeficientes aij(t) G, j=1,2,...,n

son continuos, el sistema (3.20) satisface las condiciones del teorema
de existencia y unicidad. Por lo tanto, las condiciones iniciales
X (t,) =0 (0, mas detalladamente, x, (£;) =0, x, (¢y) =0, . .., x, (¢;) = 0)
determinan una solucién (nica del sistema considerado. Esta es,
evidentemente, la solucién trivial del sistema (3.20) X () =0 (0, mas
detalladamente, x;()=0, x,(£)=0, ..., x,(t)=0). El determi-
nante W ({,)==0. Por consiguiente, existe un sistema no trivial ¢,
€y, ..., ¢, que satisface la ecuacion

01 Xy (fo) +CaXo (fg) + - . +¢,X, (8) =0,

puesto que ésta es una ecuacion vectorial equivalente al sistema
de n ecuaciones lineales homogéneas con respecto a ¢;, cuyo deter-
minante es igual a cero:

||M:

] % (£9) =0,

~-

b=

CiXo; (to) =0,
1

-
It

(Nhl

CiXp; (tO) =0.

i=1

La solucion X (f)= ) ¢;X,(f) de la ecuacion (3.20), correspondiente
=1

a dicho sistema no trivial ¢y, €y ..., C,, satisface las condiciones
iniciales nulas X (¢))=0 y, por lo tanto, coincide con la solucion
trivial del sistema (3.20):

> ¢ X;(1)=0,
i=1

es decir, X; son linealmenie dependientes.

Observacion. Este teorema, como lo demuestran ejemplos
simples, no se extiende a vectores arbitrarios X;, X,, ..., X,, que
no son soluciones de un sistema (3.20) con coeficientes continuos.
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Ejemplo 1. El sistema de vectores

x=[i v X“‘“;:

es linealmente independiente, puesto que de
a1X,+a.2X =

‘ alt—ra21~ ==
\ oyt H-a,t? =0

o bien

se deduce que o =0, =0 (véase la pag. 99, ejemplo 1). En cambio, el wrons-
| 2
kiano 15 fz es idénticamente nulo. Por consiguiente, los vectores X; y X, no

pueden ser soluciones de un mismo sistema lineal homogéneo (3.20) con coefi-
cientes continuos a;; (¢) (¢, j=1, 2).

n
Teorema 3.5. La combinacion lineal 2 ¢;X; de n soluciones

linealmente independientes X,, X,, .. X del sistema lineal homo-
géneo (3.20) con coeficientes a; (6 contmuos en el segmento a <t <b,
es solucion general de este sistema en dicho segmento.

Demostracion. Como los coeficientes a,;(f) son continuos
en el segmento a<{ 7<), el sistema satisface las condiciones del teo-
rema de exnstencna y ummdad y, por lo tanto, para la demostracion
del teorema es suficiente probar que escogiendo las constantes ¢; en

n
la solucion ) ¢;X; se pueden satisfacer las condiciones iniciales

X (t,) = X,, lglegidas arbitrariamente,

r X10 (l

i .
’ Xno "

donde f, es uno de los valores de ¢ en el segmento a<C¢<Cb, es
decir, que se puede satisfacer la ecuacién vectorial

lgl c: X (t) = X,

o el sistema equivalente de n ecuaciones escalares:

; X1i (Lo) = X1,
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n
iZI CiXpi (2g) = Xag,

n
,21 CiXpi (E9) = Xpo-
i=

Este sistema es resoluble con respecto a c¢; para cualesquiera x;,,
puesto que el determinante del sistema es el wronskiano del sistema
de soluciones linealmente independiente X,, X,, ..., X, y, por
consiguiente, no se anula en ningin punto del segmento a<Ct¢<Cb.

Ejemplo 2.
dx
Et-——!/,
dy _
3=
No es dificil comprobar que el sistema (3.22) se satisface por las soluciones

(3.22)

—X.

x,=c0st, y=—sent{ y xp=senif, Y,=cost.
Estas soluciones son linealmente independientes, puesto que el wronskiano

cost sent|
—sent cost| ™

es diferente de cero. Por consiguiente, la solucién general tiene la forma

x=0¢, Cos {-}c, sent,
y= —cy sen t—--c, cos t,

donde ¢; y ¢, son constantes arbitrarias.
Teorema 3.6. Si X es solucién del sistema lineal no homogéneo
L[X])=F (3.19)

y Xy es solucion del sistema homogéneo correspondiente L[X]=0,
entonces la suma X,-+ X es también solucion del sistema no homo-
géneo L[X]=F.

Demostracién. Se da que L[X]=F y L[X,]=0; hay que
demostrar que L[X,+ X]=F.

Aplicando la propiedad 2) del operador L, se obtiene

L[X,+ X]=L[X,]+L[X]=F.
Teorema 3.7. La solucion general en el segmento a <t <<Cb del

sistema no homogéneo (3.19) con coeficientes a;;(t) y segundos miem-
bros f;(t) continuos en dicho segmento, es igual a la suma de la

n
solucion general ) ¢;X; del sistema homogéneo correspondiente y de
i=1

una solucion particular X del sistema no homogéneo considerado.
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Demostracidn. Puesto que las condiciones del teorema de
existencia y unicidad de la solucién se cumplen (véase la pag. 187),
entonces para la demostraciéon del teorema es suficiente probar que

eligiendo las constantes arbitrarias c; en la solucién X = Zic X+ X

se pueden satisfacer las condiciones iniciales dadas arbitrariamente

es decir, hay que demostrar que la ecuacion matricial

n

izl ¢:X; (1) + X (to) = Xo
o el sistema de ecuaciones equivalente

cixy; (1) T‘Xl (o) = X10. .

||[\/= EN:

) ity (o) + Xz (£0) = Xan, L (3.23)

-

l m (to) I Xn(to)‘—xno

l\/= :

il

1

tiene siempre solucion ¢y, ¢y, ..., ¢, para segundos miembros
cualesquiera. Pero en esta forma dicha afirmacion es evidente, ya
que el determinante del sistema (3.23) es el wronskiano en el punto

=1, de las soluciones linealmente independientes X, X,, ..., X,
del 51stema homogéneo corresnondiente y, segin el teorema 3.4,
es diferente de cero. En consecuencia, el sistema (3.23) tiene solu-
cién ¢y, €y, ..., ¢, para segundos miembros cualesquiera.

Teorema 3.8 (principio de superposicion). La solucion del
sistema de ecuaciones lineales
fn (?)

21 (t

L(X] =§1 F Fi=|

f
|
o

Fur (8)
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es la suma 2, X; de las soluciones X; de las ecuaciones
i=1
L(X])=F, (i=1,2, ..., m).

Demostracion. Se da que L[{X,|=F, (i=1, 2, ..., m);
hay que demostrar que

[Z X ] = Z F;.
i=1 i=1
Aplicando la propiedad 2) del operador L, obtenemos

L[ Ex]=Frxa=%r,

=1

Observacion. El teorema 3.8, sin modificaciones en su de-
mostracion, se extiende evidentemente también al caso cuando

m— oo, si la serie Z‘\ X; converge y puede ser derivada término

a término.
Teoremc. 3.9. Si el sistema de ecuaciones lineales |
LI X]=U+V,
donde
U 01!
Us | Uy
U= - ‘; V= f ol
X §
!unl vnl
con funciones reales a;;(t), u;(t), v;(t) (i, j=1, 2, ..., n), tiene
la solucion
u o |
. . Uy ) ivz
X:U+1Vy U-_—I ' 13 V: : )
R
2o 2
la, | 15, |

entonces la parte real U de la solucién y su parte imaginaria V son,
respectivamente, soluciones de las ecuaciones

L{X]=U y L[X]=V.

Demostracién. Se da que L[d +iV]:=U+iV; hay que
demostrar que L[U]=U, L[V]=
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Aplicando las propiedades 1) y 2) del operador L, se obtiene
LIU+iV]=L[O]+iL[V]=U+iV.

Por lo tanto, L{U]=U y L{V]=V

Si es conocida la solucién general del sistema homogéneo co-
rrespondiente L [ X] =0, pero no se logra escoger la solucion particular
del sistema homogeneo L[X])=F vy, por lo tanto, no es posible
utilizar el teorema 3.7, entonces se puede aplicar el método de
variacion de las constantes.

n
Supongamos que X = Z ¢;X;, donde las ¢; son constantes arbi-
trarias, es la solucidn general del sistema homogéneo correspondiente
- —AX=0
y que, por consiguiente, X; (i=1, 2, ..., n) son soluciones parti-
culares linealmente mdependlentes de dlcho sistema. La solucidén
del sistema no homogéneo
dX
se busca en la forma

X = igc,.(z)x

donde c;(f) son nuevas funciones desconocidas. Al sustituir en la
ecuacién no homogénea, se obtiene

n n n
S0 X+ e (0D =4 Y e () Xi+ Fr
i=1] i=1 i=1

o bien, como %’EAX[,

¢; () X,=F.

t [\/a

i

Esta ecuacién vectorial es equ1valente al sistema:

AGEAEA)

Elct (t) Xoi = f2 (t) | (324)

........
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De este sistema de n ecuaciones con # incégnitas ¢; (£) (i =1, 2, .. .,

., n), cuyo determinante W coincide con el wronskiano de las
soluciones linealmente independientes X;, X,, ..., X, y, en con-
secuencia, es diferente de cero, se determinan todas las ¢ (¢):

C;(t)_:(pz(t) (lzl, 2’ LRI ﬂ),
de donde, integrando, se hallan las funciones desconocidas c; (¢):
aO =g tydt+c; (=12, ..., n).

Ejemplo 3.
! dx dy 1

- cost *

TR

La solucién general del sistema homogéneo correspondiente

de_dy_
ai @
tiene la forma x=c¢,cosi+cysent, y=—c sent-+tc,cost (véasela pag. 192,

ejemplo 2). Hagamos variar las constantes:
x=c¢; () cos t+c, (f) sen t,
y=—c, ({)sent+cy (£) cost.
¢y () y c,(¢) se determinan del sistema (3.24), el cual tiene en este caso la

forma
¢, (¢) cos t4-¢, (£) sen =0,
—c; (#) sen t4-c;, () cos t:c_()IST ,
de donde
g (t):—:—z%;, (=1

Por lo tanto, _
¢ (t)y=1In|cost|+cy,
at)y=t+c
y, en definitiva, se obtiene
x=¢y €0s ¢-cysent+-cos f1njcostl+7sent,
y=-—cysent+4c,cos f—sentlin|cos |-+ cost.

§ 5. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
CON COEFICIENTES CONSTANTES

Se Wama sistema lineal con coeficientes constanles al sistema
lineal de ecuaciones

dx; n .
F=a R0 G=1,2 ..., n),
j=1
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o, en forma vectorial,

X _AXF,

en el cual todos los coeficientes a;; son constantes o, lo quees lo
mismo, su matriz A es constante. ~

La manera més sencilla de integrar un sistema de ecuaciones
lineales homogéneas o no homogéneas con coeficientes constantes
es reducirlo a una ecuacién de orden mayor. Ademas, como fue
sefalado en la pag. 182, la ecuacion obtenida de orden mayor sera
lineal y con coeficientes constantes.

Sin embargo, se puede hallar también directamente el sistema
fundamental de soluciones del sistema lineal homogéneo con coe-
ficientes constantes.

Las soluciones del sistema

dx

1 __ .
=0 T At ay,,
dx, . I
dt ‘—a21x1 T a22x" T Xy,
: (3.25)
dx ' i
—d't’—l - anlxlhf_anz)ﬁ"lL e L o J
donde a;; son constantes, se buscardn en la forma
Xy =oekt, xy==aneft, ..., x,=a,eH,
con o, constantes (j=1, 2, ..., n). Sustituyendo en el sistema

(3.25),” dividiendo entre e* y pasando todos los sumandos al primer
miembro, obtenemos

(@ —R) oy -Fago, L - alnoc,,:g,
Ao %y 1 (g9 —FR) Oy - . . . ‘?‘ae %y =Y,
T ’ (3.26)
anla1+an2o‘2 'A:_ e ( nn k) OCn - O

Para que este sisiema_de_n ecuaciones lineales homogéneas
con n incognitas @;(j-=1, 2, ..., n) tenga solucién no. trivial, es
necesario y suficiente que. el determinante del sistema (3.26) sea
igual a cero:

n—k ap <o iy
ay Ap—Fk ... | (3.27)
an Qpp - - .Cl”"—k

De esta ecuacién de grado n se determinan los valores de & para
los cuales el sistema (3.26) tiene soluciones no triviales o, (j=1,
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2, ..., n). La ecuacién (3.27) se llama ecuacion caracteristica. Si
todas las raices k;(i=1, 2, ..., n) de la ecuacién caracteristica
son diferentes, entonces, sustituyéndolas sucesivamente en el sistema
(3.26), se determinan los valores no triviales a{’ (i, j=1, 2, ...

.., n) correspondientes; hallando, por consiguiente, n soluciones
del sistema inicial (3.25) de la forma

20 =ae kit x@=aPekit, . . . xP=alekt (i=1, 2, ..., n), (3.28)

donde el indice superior sefiala el niimero de la solucién, y el in-
ferior, el de la funcion desconocida.
Utilizando notaciones vectoriales, obtenemos el mismo resultado
en forma ain mas corta:
dx
==
la solucién se busca en la forma

AX; (3.25,)

X = Aet, donde A= |’

Akert = AAe*,
o bien .
(A—FKE)A=0 (3.29)

donde E es la matriz unidad:

100 ...0
lo1o...0

E =
’0 00 ... 1
Para que la matriz no trivial 4,
0
l 0
A=

0
satisfaga la ecuacién (3.29), es necesario y suficiente que la matriz
A—PkRE sea singular, es decir, que su determinante sea igual a

cero: | A—kE|=0. Para cada raiz k; de esta ecuacion caracteris-
tica |A—kE|=0, de (3.29) se determina la matriz diferente de

cero A¥ y, si todas las raices k; de la ecuacién caracteristica son
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diferentes, obtenemos n soluciones

Xl_—:A(l)eklt’ X2: A(2)ek,t, ., X,,IA("’eknt,
donde
) a(i)
)

A

| %
Estas soluciones, como no es dificil

demostrar, son linealmente
independientes. En efecto, si existiera la dependencia lineal

y B, ADetit =0,

[

It

o, en forma desarrollada

M=

—

au) ekil —= 0

B !
Bic

|| St

; m ekit EO,

-,

(3.30)
ZB amek t__o j
entonces, en virtud de la independencia lineal de las funciones
ekit(i=1, 2, ..., n) (véase la pag. 99), de (3.30) se obtendria que
ﬁ‘~0!,(1i’:0,
[ -
Bioa?=0. L i1, 2, ..., 0. (3.31)
B, a =0.
Pero como para cada i al menos un a{’, a{,
..., n) es diferente de cero

,of (i=1,2
Bi=0(i=1, 2

, entonces de (3.31) se deduce,.q'tié
., N).

De esta manera, las soluciones AWeki(i=1, 2, ..., n) son li-
nealmente independientes y la solucidn general del sistema (3.25)
tiene la forma

n
Z A(I)ekt
o bien

=1, 2,

donde las ¢; son constanies arbitrarias

n
— Zci a}i’ekt’ (]
i=1

., ny,
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Las constantes. a>(j=1, 2, ..., n). no se determinan univo- _
camente del sistema (3.26) para k=k, puesto que-el determinante
del sistema es nulo y, por consiguiente, al menos una de las ecua-
ciones es consecuencia de las demas. La_falta de unicidad en la.
_determinacion de «!” se debe a_que la solucién del sistema de
ecuaciones lineales homogéneas sigue sjendo soluciéon del mismo
al ser multiplicada por una constante arbitraria.

A la raiz compleja k;= p+-qi de la ecuacion caracteristica (3.27)
le corresponde la solucion

X}: A(f) ekjt, (3.32)

la cual, si todos los coeficientes a;; son reales, puede ser sustituida
por dos soluciones reales: por la parte real y por la imaginaria
de la solucion (3.32) (véase la pag. 188). La raiz compleja conjugada
k;, y=p—qi de la ecuacién caracteristica no da nuevas soluciones
reales linealmente independientes.

Si la ecuacidn caracteristica tiene una raiz &k, de multiplicidad v,
entonces, tomando en cuenta que el sistema de ecuaciones (3.25)
se puede reducir por medio del proceso sefialado en la pag. 177
a una ecuacion lineal homogénea con coeficientes constantes de
n-ésimo ¢ menor orden (véase la observacidn en la pag. 182), se
puede afirmar que [a solucion del sistema (3.25) tiene la forma

X()=(A9 AP 1+ ...+ AL 1171 kst (3.33)
donde ‘
OLllS')
aff:”
Ap= .|
sy

las aff son constantes.

Hay que hacer notar que aiin cuando el _sistema de n ecuaciones
(3.25) se reduzca a unaecuacién de orden menor que n (véase la
observacion 1 en la pag. 181), la ecuacion caracteristica de esta
Lltima  tendri . necesariamente raices que coinciden con las raices
de la ecuacion (3.27) (puesto que la ecuacién a la cual se
redujo el sistema debe tener soluciones del tipo e*s!, donde k, son
raices de la ecuacién (3.27)). Pero es posible que las multiplicidades
de estas raices (si el orden de la ecuacién obtenida es menor que n)
sean menores que las multiplicidades de las raices de la ecuacién
(3.27); por lo tanto, puede ser que en la solucién (3.33) el grado
del primer factor sea menor que y—1, es decir, al buscar la so-

lucién en la forma (3.33) ciertos coeficientes A/ pueden anularse,
incluso los de los términos de mayor grado.
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De esta manera, la solucién del sistema (3.25) que corresponde
a una raiz miltiple de la ecuacidén caracteristica, debe ser buscada
en la forma (3.33). Sustituyendo (3.33) en la ecuacién (3.25,)
y exigiendo que ésta se reduzca a una identidad, se determinan
las matrices A%; ademas, algunas de éstas, entre ellas Affll, pue-
den resultar iguales a cero.

Observacidn. Se puede indicar. méas exactamente la forma de la solu-
.cién _del sistema (3.25), correspondiente a_una_ raiz_maltiple de la ecuacion
caracteristica (3.27). Transformando. el sistema (3.25) medianfe una transforma-

..cion lineal no degenerada en. un sistema. en _el cual la matriz A —kE tenga
Jorma normal de Jordan e integrando el sistema de ecuaciones obtenido, facii-
mente integrable, se halla que la solucién correspondiente a la raiz maltiple %
de la ecuacién caracteristica (3.27) de multiplicidad vy, tiene la forma

X(t)=(As" + AP t4 .. 4 AF) | -1yt

donde § es el mayor grado del divisor elemental de la matriz A—&E, corress
pondiente a la raiz k.
Ejemplo 1.

dx dy
LT =ty
La ecuacién caracteristica
l—{; 3_Zl=0. o bien k2 —4k—5=0

tiene las raices k; =5, k,=—1. Por consiguiente, buscamos la solucién en la
forma
xlza(ln st y1=afz“ est,
n=aPet, gp=a@e-t, (3.34)
Sustituyendo (3.34) en el sistema original, obtenemos —do M 20D =0, de
donde a{l=20(V; all’ permanece arbitrario. Por lo tanto,
=0t g =20, c=a.
Para determinar los coelicientes a(» y a(» se obtiene la ecuacion 202 42 =0,
de donde a{»=— a(»; el coeficiente a{® permanece arbitrario. Por consiguiente,
Xo=coe—t, o= —coe=!l, cy=a®,
La solucién general es

(
i

x=rc,e8 +ce=t
y=2ced —coe="t,

Ejemplo 2.
dx 5
T
dy
E_Qx y.

La ecuacidn caracteristica

1=k Z5]=0, 0 bien #2490
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tiene las raices k,,=+3i, xy =3,y =owedi, (1 —3i)o, —5op==0. A esta
ecuacién la satisfacen, por ejemplo, oy =5, a,==1—3i. En consecuencia,
%, = 5e3t =5 (cos 3¢ +i sen 3t),
gy = (1 —3i) 3 == (1 —3i) (cos 3¢ - i sen 3¢).
Las partes real e imaginaria de esta solucién son también soluciones del sistema
considerado, y su combinacion lineal con coeficientes constantes arbitrarios es

solucién general:
x = 5¢; cos 3t 4 5c, sen 3¢,

y =1y (cos 3¢+ 3 sen 3f) +c, (sen 3¢ —3 cos 3¢),

Ejemplo 3.
de A
.__t__x_y,
dy_
a—?——X"’_ay. (3.35)

La ecuacién caracteristica

l__llz 3___;1,, =0, o bien #2—4k 1+ 4=0

tiene la raiz miltiple k,,=2. Por lo tanto, la solucién debe buscarse en la
forma 5 .
x=(a+ B ez, \ 3.36
y=(oa+Pet) . | (3.3)

Sustituyendo (3.36) en (3.35), se obtiene
200 +PB1+ 2B1f = oy 4Byt —an—Bot,

52:‘— ﬁlv

oy =— 03 —f;.

de donde

@, y B, permanecen arbitrarios. Designando estas constantes arbitrarias respec-
tivamente por ¢; y ¢,, obtenemos la solucién general en la forma

x=1(c,+¢s £) €2, t

y=—(c1catcot) €.

§ 6. METODOS APROXIMADOS DE INTEGRACION DE SISTEMAS DE
ECUACIONES DIFERENCIALES Y DE ECUACIONES DE n-ESIMO ORDEN

Todos los métodos de integracién aproximada de ecuaciones
diferenciales de primer orden, expuestos en el § 7 del cap. 1, sin
cambios sustanciales, pueden aplicarse a los sistemas de ecuaciones
de primer orden, y también a las ecuaciones de orden mayor

que 1, las cuales se reducen a un sistema de ecuaciones de primer
orden por el método habitual (véase la pag. 88).

1. Método de las aproximaciones sucesivas. Como
fue seflalado en la pag. 54, el método de las aproximaciones
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sucesivas es aplicable a los sistemas de ecuaciones
dy; .
Wi (% G Yoo oeer ) (=1, 2, coev ) (3.37)

con condiciones iniciales y;(xg)=y;,(i=1, 2, ..., n), si las fun-
ciones f; son continuas en todos sus argumentos y satisfacen la
condicion de Lipschitz respecto a todos los argumentos, a partir
del segundo

La aproximacién nula y,(x)(i=1, 2, ..., n) puede ser escogida
arbitrariamente, exigiendo sélo que se satisfagan las condiciones
iniciales; las aproximaciones subsiguientes se calculan por la fér-
mula

x

yl'ak+l('x)=yl’0-+—sv fl’(x’ ylk’ y2k9 coey ynk)dx (i=1, 2’ ce ey n)'
Al igual que para una ecuacién de primer orden, este método se
aplica raramente en la practica del calculo aproximado, debido a
la convergencia relativamente lenta de las aproximaciones y a lo
complejo y variado de las operaciones.

2. Método de Euler. La curva integral del sistema de
ecuaciones diferenciales
dy; :
'%:fi(xv yl’ y2’ LIEIEE ] yn) (lzl' 2’ so 0y n)y
determinada por las condiciones iniciales y;(x))=y,(i=1, 2, ...,
..., n), se sustituye por la quebrada que es tangente en uno de
los puntos frontera de cada segmento a -

la curva integral que pasa por dicho £\
punto (en la fig. 3.2 se representa la By, %)
quebrada de Euler y su proyeccion sélo (2 Yhp b/

en el plano xy,). El segmento x,<<x<¥b, AW,
en el cual hay que calcular la solucién,

se divide en partes de longitud A, y
el calculo se efectiia por las férmulas

Yi(Xes1) =Y (%) + hyi (xg) 4
i=1,2, ..., n).

La convergencia de las quebradas de
Euler hacia la curva integral, cuando Fig. 3.2
h— 0, se demuestra de la misma ma- g <
nera que para una ecuaciéon de primer orden (véase la pag. 45).
Para elevar la exactitud se pueden aplicar iteraciones (empareja-
mientos).

3. Desarrollo en férmula de Taylor. Considerando
que los segundos miembros del sistema (3.37) son derivables &

&
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veces (para asegurar la derivabilidad de las soluciones 241 veces),
sustituimos las soluciones buscadas por algunos primeros términos
de sus desarrollos de Taylor
, ” —_ 2
Y () 2 1y () -+ 3 (50) (x— %) + 07 () El L
o () B

@i=1,2, ..., n).

La apreciacion del error puede realizarse acotando el resto de
la férmula de Taylor
(x—xq)f+1

Ry=y#*? [ +0 (v —xy)] =57 » donde 0B < 1.

Este método da buenos resultados sélo en un pequefio entorno
del punto x,.

4. Método de Stormer. El segmento x,<{x<Cb se divide
en partes de longitud A, y el cilculo de la solucion del sistema
(3.37) se realiza mediante una de las férmulas:

1
Y, es1= Y + i -+ ?Aq{, E—11 (338)
: o1 .5
Yi, o1 = Yir+ Qi+ 5 AGi, g1 758%;, oo (3.39)
1 5 3 .
Yi, ko1 =Yie T Qe+ 5 DGi, o115 A%, wo2 T 5 A%, -5 (3-40)
ooooooooo e o o o " e e o o e o o o o6 o O

donde
Yir=1Y; (xp) (i=1,2 ..., n),
Xp=Xot+kh, qi,=y;(x,)h,
AGi, 1= — i, g-10 D%, k-2=A7G;, p1—AG; ks
A%, g3 =D, oo — A s

Las férmulas (3.38), (3.39) y (3.40) pueden obtenerse del mismo
modo que para una ecuaciéon de primer orden (véase la pag. 65).
El orden del error al aplicar estas férmulas es el mismo que para
una ecuacion.

Para comenzar el cédlculo por una de las férmulas de Stérmer
es necesario conocer algunos primeros valores y;(x,), que pueden
ser hallados mediante el desarrollo por la formula de Taylor,
o por el método de Euler con paso disminuido; ademas, al igual
que para una ecuacion, para elevar la exactitud se pueden aplicar
iteraciones (véanse las pags. 64 —65), o el método de Runge.
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5. Método de Runge. Se calculan los niimeros

my = f; (xks Yter Yors + > Ynp)s

hm hm, hm
miz—f <xk g Y+ 11’ y2k‘}'”2—'1, R 2n1> ,
hm himiy, hm,,
13_fl(xk+2’ ylklfl‘?’ ysz." 2-2» ) ynk+7>’
My = f; (X +h, Yip+hAMyg, Yop MMy, ooy Yo+ hiMg),
conociendo los cuales hallamos y;, ,,; por la férmula
h
yl. k+17 ylk T 6 (mll ! 2]7112'] 2m13 [ m14) (141 2 R ] n)'

El orden del error es el mismo que para una ecuacion.

Una aproximaciéon grosera del paso A, segiin la exactitud
elegida del resultado, se puede escoger considerando el orden de
los errores en las férmulas aplicadas; luego, éste se precisa por

. P h ;
medio de calculos de prueba con pasos h y —Zl— Lo mas seguro es

calcular con pasos 4y g todos los valores necesarios y;(x,), y Si

al comparar los resultados todos ellos coinciden en los limites de
exactitud dada, entonces se considera que el paso h asegura la
exactitud dada de calculo; en caso contrario, se disminuye

. . h
nuevamente el paso y se realizan las operaciones con pasos &

h ; .
< ¥ asi sucesivamente. Cuando se escoge correctamente el paso 4,

las diferencias Agq,,, A%g;,, ... deben variar uniformemente, y las
tltimas diferencias en las férmulas de Stérmer deben influir
s6lo en las cifras de reserva.

EJERCICIOS DEL CAPITULO 3
dx dy

L. VA T x (0)=0, y(0)=1.

2 %:xz, ‘f,fg—xl, HO0)=2 5 (0)=2 x(0)=2 x»(0)=2
3. %+5x+y=e’, %—X—By—ezf

4. %‘—"!/» th =z, %j—zx.

5. %:y, %z_{_,

6. sz«c‘f Z’;j —x+y+3, T; %zx—#y—&

7. d_z 4z

dx x ' dx
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8.

9.

10.

11.

12

13.
14.

15.

dx dy dz

2—y x—z Yy—x'

dx dy dz

Tyt —3-— =x—y+2 —~x+y 2.
dx . dy .

tFt—4—y—0, t—d_l_ 4-x=0.

dx \ dy x

ATV G T T T en

dx Y dy  x

dt TTx—y df T x—y°

xa—y—cost § +x=sent.

x+43x—y==0, y—8x4y=0, x(0)=1, y(0)=
d0 n do

i +senB8=0 para (=0, 6:3? v =0,

Determinar 0 (1) con exactitud de 0,001.

16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

x(t)=ax—y, y(f)=x-+ay, a es una constante,
/{.’~r3x~-}-4y=0, G-} 2x 45y =0.
x=—D5x—2y, y=x—Ty.
)‘czy—z' g:x+y, é:x+z.
X—y+2=0, y—x—y=1t, z—x—2z=1,
dx dy e
x(y—2) y(z—x) z(x—u)’
dx dy dz
x(y —2%) " y(E—x?) Z(k“—y

Sl



CAPITULO 4
Teoria de la estabilidad

§ 1. CONCEPTOS GENERALES

Para hacer posible la descripcién matematica de un fenémeno
real cualquiera, inevitablemente hay que simplificarlo, idealizarlo,
haciendo resaltar y tomando en cuenta sélo los factores mas
sustanciales que actian sobre éste y despreciando los menos
considerables. Entonces surge inevitablemente el problema sobre
si fueron correctamente escogidas o no las suposiciones de simpli-
ficacion. Es posible que los factores no considerados influyan
fuertemente sobre el fenémeno estudiado, y cambien sus caracte-
risticas cuantitativas, y aln cualitativas. En 1ltima instancia
esta cuestion se resuelve en la practica, viendo si corresponden
o no las conclusiones obtenidas con los datcs del experimento,
pero de todas formas en muchos problemas se pueden sefialar las
condiciones bajo las cuales ciertas simplificaciones no son posibles.

Si cierto fenémeno se describe por medio del sistema de
ecuaciones diferenciales

dy; .
Wi @yt v o ooes v (=1,2, ooy n) (&)
con condiciones iniciales y,(1)=y; (i=1, 2, ..., n), las cuales

por lo general son el resultado de ciertas mediciones y, por lo
tanto, han sido obtenidas inevitablemente con cierto error, entonces
surge el problema sobre la influencia de pequefias variaciones de
las condiciones iniciales sobre la solucion buscada.

Si variaciones arbitrariamente pequefias de los valores iniciales
pueden cambiar mucho la solucién, entonces la solucion determinada
por las condiciones iniciales inexactas que hemos elegido no tiene
ccmiunmente ningn valor practico y no puede describir ni siquiera
aproximadamente el fendmeno estudiado.

Por consiguiente, surge el problema, de gran importancia
practica, de hallar las ccndiciones bajo las cuales una variacion
suficientemente pequefia de lcs valores iniciales ocasiona una
variacion arbitrariamente reauena de la solucion.
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Si ¢ varia en el intervalo finito #,<C¢<{T, entonces la solucién
a este problema la da el teorema sobre Ta dependenc1a continua
de la solucién con respecto a las condiciones iniciales (véase la
pag. 56). Si, en cambio, ¢ puede tomar valores arbitrariamente
grandes, de este caso se ocupa la teoria de la estabilidad.

La solucion g, (f) (i=1, 2, ..., n) del sistema (4.1) se llama
estable, o mas exactamente. estable segin Ligpunon, si_para
cualquier ¢ >0 se _puede escoger un &(e) >0 tal que para cualquier .

soluciéon w: () (i==1. 2. .... n) de dicho sistema, cuyos valores
iniciales safisfacen. Ias des_gugkiades

Y (L) —e: (1) | <6(e) ((=1,2, ..., n)
se cumplen, para todas las t}tn, las desigualdades

Ly () —g, ()| <e ((=1,2, ..., n) 4.2)

es decir, las soluciones cercanas respecto a sus..valores iniciales
permanecen cercanas para todas las ¢ =>¢,,.

©Observacion. Si el sistema (4.1) satisface las condiciones
del teorema sobre la dependencia continua de la solucién respecto
a las condiciones iniciales, entonces en la definicion de estabilidad,
en lugar de f>=¢,, se puede escribir t =T =1, debido a que en
virtud de este teorema, las soluciones permanecen cercanas en
el segmento f,<{t<{T para valores iniciales suficientemente
proximos.

Si para un § >0 arbitrariamente pequefip, por lo menos para
una solucién y,;(¢) (i=1, 2, ..., n) las desiﬁualdades (4.2) no se
cumplen. entonces la solucion @, (f) se llama inestable. Las
soluciones inestables rara vez son de interés practico.

Si la solucién ¢, (#) (i=1, 2, ..., n) no sélo es estable, sino
que ademas satisface la condicién
lim |y (1)—¢; ()| =0, (4.3)

si |yi(te)—@; (ta)] < 8,, 8, >0, entonces la solucxon Q; () (=1,
_se Tlama asintoticamente eéstable.
Obsérvese que la condicion (4.3) atn no implica la estabili-

dad de la solucion ¢,(¢) (=1, 2, ..., n).

Ejemplo 1. Analizar si es estable o no la solucién de la ecuacién
diferencial E?—z—azy, a # 0, determinada por la condicién inicial y(fq)=y,.
La solucion

Uzl/o*?_a2 (=t

es asintoticamente estable, ya que

—ar ({1t - - - - - -
yee? ( o)__yoe a?(f~to) | _ =@ (¢ to,lyo"‘yol<5
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cuando t==ty, si |yo—yo| <ee oy
lim e~ @ W=y go|=0.
o>
Ejemplo 2. Investigar la estabilidad de la solucién de la ecuacién
d—y=a2y, a # 0, determinada por la condicién y (t4) = y,.

dt
La solucion y=y(,e"z"‘f°’ es inestable, ya que es imposible escoger un

8 > 0 tal que de la desigualdad | jo—y, | < 6 (¢) se deduzca

|Gy 110 gt =] <,
o bien

U go—ye | <6

para todas las .f =1{,.

El analisis de la estabilidad de cierta solucidn

yi:E(t) (i_—_l» 2, ... P n)
del sistema de ecuaciones

Vi @it g ye -ow) (=12 .0 (&)
se puede reducir al estudio de la estabilidad de la solucion
trivial, es decir, del punfo de reposo, situado en el origen de
coordenadas.

En efecto, transformemos el sistema de ecuaciones (4.1) a nuevas
variables, haciendo

xizyL——y_i(t) (i=1,2, ..., n). (4.4)

Las nuevas funciones desconocidas x; serdn las desviaciones

y;—y; (f) de las funciones desconocidas anteriores de las funciones
y;(t), las cuales determinan la solucién cuya estabilidad se
investiga.

En virtud de (4.4), el sistema (4.1) en las nuevas variables
toma la forma

d i d-—l o Lo o
:};‘:_ —dg_—l— (Df (t» X1l (t)’ Xo 7 Ys (t)7 cee XpT Y,y (t))
((=1,2, ..., n). (4.5)
Evidentemente a la solucién cuya estabilidad se estudia y;=y;(?)
(i=1, 2, ..., n) del sistema (4.1) le corresponde, debido a la

dependencia x;-=y,—y;(¢), la solucién trivial x;=0 (i=1, 2, ...

., n) del sistema (4.5), y el estudio de la estabilidad de la
solucion y; =y, (t) (=1, 2, ..., n) del sistema (4.1) puede
sustituirse por la investigacion de la estabilidad de la solucion
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trivial del sistema (4.5). Por esto en adelante sin limitaciones de
la generalidad podemos considerar que se investiga la estabilidad
de la solucién trivial o, lo que es lo mismo, del punto de reposo
del sistema de ecuaciones, situado en el origen de coordenadas.

Formulemos las condiciones de estabilidad aplicadas al punto
de reposo x;==0 (i=1, 2, ..., n).

El punto de reposo x,=0 (i=1, 2, ..., n) del sistema (4.5)
es estable segiin Liapunov, si para todo &€ > 0 existe un 6(¢) > 0
tal que de la desigualdad

|x; ()| <B() (i=1,2, ..., n)
se deduce que
lx;(H|<e (i=1,2, ..., n) para t =T >{,.
En otras palabras: el punto de reposo x;,==0 (i=1, 2, ..., n)

es estable segiin Liapunov, si para cada & > 0 existe un 6;(g) >0
tal que de la desigualdad

2 ¥ (to) < 83 (e)
se deduce que

> xE(t) < e?

i=1

para { =T, es decir, la trayectoria cuyo punto inicial se encuentra
en el 8§ —entorno®*) del origen de coordenadas para t>T no
sale fuera de los limites del e —entorno de dicho punto.

§ 2. TIPOS SIMPLES DE PUNTOS DE REPOSO

Analicemos la disposicién de las trayectorias en un entorno
del punto de reposo x==0, y--0 del sistema de dos ecuaciones
lineales homogéneas con coeficientes constantes:

dx |
-7 = anX - ayy,

dy \
gt QX T gy,

(4.6)

donde
ayy Ay
Qg1 Qgy

#+ 0.

*) Aqui y en lo sucesivo por a—entorno se designard un entorno simétrico
de radio o (es decir, de amplitud 2a) del punto considerado (N. de la Red.).
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La solucion se busca en la forma x=a,e*, y=o,e* (véase la
pag. 197). Para la determinacién de k se obtiene la ecuacidon
caracteristica.

a;; —k a2 l =0
’
Ay Gy—k

o bien

R —(ay; + ag) B - (@11099 —51845) = 0;

a, y o, se determinan, salvo un factor constante, de una de las
ecuaciones:

(ay—Fk)o, +a,0,=0, 1
4.7
a21a1+(a22_k)a2::0‘J 7

Consideremos los siguientes casos:

a) Las raices de la ecuacion caracteristica ky y ky, son reales y
distintas.

La solucién general tiene la forma

X =c 0,60t 4 P ekt l
Ryt kot 4.8)
Y= C09e"t" - cofget, l -

donde a; y B; son constantes que se determinan de la ecuacion
(4.7) para k=Fk, y k=k, respectivamente, y c¢; y ¢, son constantes
arbitrarias.

Aqui son posibles los siguientes casos:

1) Si k<0 y k,<C0, el punto de reposo es asintéticamente
estable, puesto que debido a los factores et? y ek:f, que figuran
en (4.8), todos los puntos que se encuentran en el momento inicial
t=1t, en cualquier §—entorno del origen de coordenadas, pasan
a puntos situados en un e—entorno arbitrariamente pequeiio del
origen de coordenadas para un valor de ¢ suficientemente grande,
y para ¢ — oo tienden a dicho punto. En la fig. 4.1 esta repre-
sentada la disposicién de las trayectorias cerca del punto de
reposo del tipo considerado, llamado nudo estable. Ademas, se
indica con flechas el sentido del movimiento por las trayectorias
al aumentar ¢.

2) Sea k, >0, B, > 0. Este caso se transforma en el anterior
al sustituir ¢ por —f. Por lo tanto, las trayectorias tienen la
misma forma que en el caso precedente, sélo que los puntos en
ellas se mueven en sentido contrario (fig. 4.2). Es evidente que
al aumentar ¢, los puntos arbitrariamente proximos al origen de
coordenadas se alejan de un e—entorno de éste. E! punto de
reposo es inestable segin Liapunov. El punto de reposo del tipo
considerado se llama nudo inestable.
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3) Si k>0, k, <0, entonces el punto de reposo es también
inestable, puesto que el punto que se mueve por la trayectoria

x=ca et y=ca,ekl (4.9)

para valores arbitrariamente pequefios de ¢, al crecer ¢ sale de
un e—entorno del origen de coordenadas.

.

Fig. 4.1 Fig. 4.2

Obsérvese que en el caso considerado existen movimientos
que se aproximan al origen de coordenadas, a saber:

x=CoPetd,  y=c,p,ett.
Para diferentes valores de ¢, obtenemos diferentes movimientos
por una misma recta ysix Al crecer ¢ los puntos de ésta se

(=
Y

Fig. 4.3

mueven hacia el origen de coordenadas (fig. 4.3). Obsérvese también
que los puntos de la trayectoria (4.9) se mueven al crecer ¢ por

la recta y:%x, alejandose del origen de coordenadas. Si ¢, %0
1

y ¢,=0, entonces, tanto para f{-—- oo como para {-— —oo, la
trayectoria sale de un entorno del punto de reposo.

El punto de reposo del tipo mencionado se llama montura
(fig. 4.3), porque la disposicién de las trayectorias en un entorno
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de éste se asemeja a la disposicién de las lineas de nivel en un
entorno de un punto tipo silla de montar de cierta superficie

z=[(x, y).
b) Las raices de la ecuacién caracteristica son complejas:
]

ki, s=p=qi, g++0.
La solucién general del sistema considerado se puede representar
en la forma (véase la pag. 200)

/"t ]
x = eFt (¢, cos gt 4-cysen qt), |

= et (c} cos gt +c; senqt), (4.10)
y q

donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias, y ¢} y ¢;, cierta combi-
nacién lineal de estas constantes.

g

Fig. 4.4 Fig. 4.5

Aqui son posibles los casos siguientes:

1) by o=ptqi, p<0, g#0.

El factor er’, p <0, tiende a cero al crecer £, y el segundo
factor de las ecuaciones (4.10), que es periédico, esta acotado.

Si fuese p=0 entonces, debido a la periodicidad de los segundos
factores en el segundo miembro de las ecuaciones (4.10), las
trayectorias serian curvas cerradas que rodearian al punto de reposo
x=0, y=0 (fig. 4.4). El factor e, que tiende a cero al crecer ¢,
p < 0, transforma las curvas cerradas en espirales que se aproximan
asintéticamente al origen de coordenadas cuando ¢ — oo (fig. 4.5).
Ademas, para un valor de ¢ suficientemente grande, los puntos
que se hallaban cuando ¢=1¢, en cualquier §—entorno del origen
de coordenadas, caen en un e—entorno dado del punto de reposo
x=0, y=0, y con el subsiguiente aumento de ¢ tienden a dicho
punto. Por consiguiente, el punto de reposo es asintéticamente
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estable; éste se llama foco estable. El foco se diferencia del nudo
en que la tangente a las trayectorias no tiende a un limite deter-
minado al aproximarse el punto de contacto hacia el punto de
reposo.
2) ky,o=p=qi, p>0, ¢g+0.
Este caso se transforma en el anterior mediante la sustitucion
de t por —¢. Por lo tanto, las trayectorias no se diferencian de
las del caso precedente, pero el movimien-
lo por éstas se efectiia en sentido contra-
rio al crecer ¢ (fig. 4.6). Debido al
factor creciente er?, los puntos que se halla-
ban en el momento inicial arbitraria-
mente proximos al origen de coordenadas
0 se alejan al crecer f de un e—entorno
del origen, y el punto de reposo es ines-
table. Este se llama fcco inestable.

3) ki, o=qi, q++0.

Como ya fue serialado anteriormente,
debido a la periodicidad de las soluciones,
las trayectorias son curvas cerradas, que

Fig. 4.6 contienen en su interior al punto de reposo

(fig. 4.4), llamado en este caso centro. El

centro es un punto de reposo estable, puesto que para un & >0

dado, se puede tomar un 6 >0 tal que las trayectorias cerra-

das, cuyos puntos iniciales pertenezcan a un J§—entorno del

origen de coordenadas, no salgan de los limites de un e —entorno

de dicho punto o, lo que es lo mismo, se pueden escoger ¢; y ¢,
tan pequenias que las soluciones

X =10, C0s gt +c,senqt, I
. : 4.11)
y=cicosqttcisengt |
satisfagan la desigualdad
K2 (1) -y (1) < e
Obsérvese que, sin embargo, en este caso no hay estabilidad
asintética, ya que en (4.11) x(f) e y(f) no tienden a cero
cuando ¢ — oo.
¢) Las raices son multiples: k,=k,.
1) &=k, < 0.
La solucién general tiene la forma
X (8) = (01 -+ coPy1) €87,
y (6) = (c,a; +cafst) €47
ademés no se excluye la posibilidad de que B,=f,=0, en cuyo
caso o, y o, seran constantes arbitrarias.
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Debido al factor e®‘, que tiende rapidamente a cero cuando
t — oo, el producto (c,a;+c,p;t)e* (i==1, 2) tiende a cero cuando
{ — oo, y para un valor de ¢ suficientemente grande, todos los
puntos de cualquier §—entorno del origen de coordenadas caen
en un e—entorno dado de dicho punto; por consiguiente, el punto
de reposo es asintéticamente estable. En la fig. 4.7 esta repre-
sentado un punto de reposo del tipo considerado, llamado, al
igual que en el caso a) 1), nudo estable. Este nudo ocupa una
posicion intermedia entre el nudo a) 1) y el foco b) 1), puesto

7}

/2
7N

L

Fig. 4.7 Fig. 4

que para cualquier variacién arbitrariamente pequefia de los
coeficientes reales a,y, @y, @y; ¥ @,y puede transformarse tanto en un
foco estable como en un nudo estable del tipo a) 1), debido a que
para cualquier variacién arbitrariamente pequefia de los coeficien-
tes, la raiz multiple puede transformarse tanto en un par de
raices complejas conjugadas, como en un par de raices reales
diferentes. Si p,==p,=0, entonces también se obtiene un nudo
estable (llamado nudo dicritico), representado en la fig. 4.8.

2) Si ky=~Fk, >0, la sustitucion de ¢ por — ¢ conduce al caso
precedente. Por lo tanto, las trayectorias no se diferencian de las
del caso anterior, representadas en las figs. 4.7 y 4.8, pero el
movimiento por éstas se efectia en sentido contrario. En este
caso el punto de reposo se llama nudo inestable, igual que en el
caso a) 2).

Con esto quedan agotadas todas las posibilidades, ya que el
caso k=0 (6 k,=0) esta excluido en virtud de la condicion

a1y Qg2 0.

oy Gy

Observacién 1. Si

an ‘112[ -0
b
Qs Qg
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entonces la ecuacion caracteristica

ay—k ag; -0
Ay Gy—Fk

tiene la raiz nula k,=0. Supongamos que k,=0, pero k,=0.
Entonces la solucion general del sistema (4.6) tiene la forma

X = C,0 + CoP et
Y= 10y + Cof el
Eliminando £, obtenemos la familia de rectas paralelas

By (y—cy25) =By (x—cy2,). Cuando ¢,=0, obtenemos una familia
monoparamétrica de puntos de repo-

yr so, situados en la recta o,y=a,x. Si

k, <0, entonces, cuando ¢— oo, en

—_— ] cada trayectoria los puntos se apro-

— ximan al punto de reposo x:==c,a,,

—] Yy =10, que se halla en dicha trayec-

/—’,/// toria (fig. 4.9). El punto de reposo

— x=0, y=0 es estable, pero no hay
s estabilidad asintética.

— Y // z Si, en cambio, &, > 0, las trayecto-

/ rias estan dispuestas de la misma for-

ma, pero el movimiento de los pun-

tos por las mismas se efectlia en
Fig. 4.9 sentido contrario, y el punto de
reposo x=0, y=0 es inestable.
Si ky=k,=0, son posibles dos casos:
1. La solucién general del sistema (4.6) tiene la forma x=c,,
Yy =¢,; todos los puntos son puntos de reposo. Todas las solucio-
nes son estables.
2. La solucién general tiene la forma

X=0C 4G, Yy=ci+cit,

donde ¢f y ¢; son combinaciones lineales de las constantes arbi-
trarias ¢; y c,. El punto de reposo x=0, y=0 es inestable.
Observacién 2. La clasificacion de los puntos de reposo
esta estrechamente vinculada con la clasifiacién de los puntos sin-
gulares (véanse las pags. 60—62).
En efecto, en el caso considerado, el sistema

dx
dt
dy . (4.6)
dt = %X T Al

= apX+dapy,
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donde

A Qg
Qs Qg

«

puede ser reducido, eliminando ¢, a la ecuacién

dy _ QX+ Gy
de  apx+ayy’

cuyas curvas integrales coinciden con las trayectorias del movi-
miento del sistema (4.6). Entonces el punto de reposo x=0,
y=0 del sistema (4.6) es punto singular de la ecuacion (4.12).

Obsérvese que si ambas raices de la ecuacién caracteristica tie-
nen parte real negativa [casos a) 1); b) 1); ¢) 1)], el punto de
reposo es asintoticamente estable. Si por lo menos una raiz de la
ecuacion caracteristica tiene parte real positiva [casos a) 2); a) 3);
b) 2); ¢) 2)], entonces el punto de reposo es inestable.

Aiirmaciones analogas son validas también para el sistema de
n ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes

(4.12)

s Lau X, (i=1,2, ...,.n). (4.13)

j=1

Si las partes reales de todas las raices de la ecuacién carac-
teristica - del sistema (4.13) son negativas, la solucién tr1v1al

=0 (i=1, 2, ..., n) es asintéticamente estable.

En efecto, las soluciones particulares que corresponden a cierta
raiz k; de la ecuacién caracteristica tienen la forma (pags. 197
y 200)

=aqett (i=1, 2, ..., n),
si las k; son reales,
x;=ePs (B, cos gt +v,senqt),

cuando ky=p,-+g, y finalmente, en el caso de raices multiples,
las soluciones tienen la misma forma, pero estan multiplicadas
ademas por ciertos polinomios P, (#). Es evidente que todas las
soluciones de esta forma, si las partes reales de las raices son ne-
gativas (p, << 0 o bien, si ksesreal, k, < 0), tienden a cero cuando
f—» oo en forma no mas lenta que ce~™!, donde c¢ es un factor
constante y—m <0, y mayor que la mayor parte real de las rai-
ces de la ecuacién caracteristica. Por lo tanto, para un ¢ suficien-
temente grande, los puntos de las trayectorias, cuyos valores ini-
ciales se encuentran en un &-entorno cualquiera del origen de
coordenadas, caen en un e-entorno arbitrariamente pequefio de dicho
punto, y se aproximan indefinidamente al origen de coordenadas
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cuando f — oo; es decir, el punto de reposo x;=0 (i=1, 2, ..., n)
es asintoticamente estable.

Si, en cambio, la parte real de por lo menos una raiz de la
ecuacion caracteristica es positiva, Rek;=p; >0, la solucién de la
forma xj:cocje"ff‘, correspondiente a di.cha yaiz'o, en caso de que
k; sea compleja, su parte real (o imaginaria) cerit (B;cos gt -
+y,sengit) (j=1, 2, ..., n) crecerd indefinidamente en va[or
absoluto al aumentar ¢ para valores de ¢ de moédulo arbitraria-
mente pequeiio y, por lo tanto, los puntos de estas trayectorias
que se encuentran en el momento inicial en un 6-entorno arbitra-
riamente pequefio del origen de coordenadas abandonan, al aumen-
tar ¢, cualquier e-entorno dado de dicho punto. Por consiguiente,
si la parte real de por lo menos una raiz de la ecuacién caracte-
ristica es positiva, entonces el punto de reposo x;=0 (j=1,
2, ..., n) del sistema (4.13) es inestable.

Ejemplo 1. ¢Qué tipo de punto de reposo tiene el sistema de ecuaciones

dr_
=%
a4 o | an
EﬁQx +3y?

La ecuacion caracteristica

| —k —1
2 3—k|=0
o bien
k2—4k+5=0

tiene las raices ky ,=2 4 i; por lo tanto, el punto de reposo x=0, y=0 es
un foco inestable. )

Ejemplo 2 f= —a?x—2bx es la ecuacién de oscilacionss elasticas,
considerando el rozamiento o la resistencia del medio (para b > 0). Pasando al
sistema de ecuaciones equivalente, obtenemos

x=y
y= —a’x—2by.
La ecuacion caracteristica tiene la forma

—k _2;_k|=o, o bien k- 2bk-4a?=0,

de donde k; ,=—b + V b —ak.

Consideremos los casos siguientes:

1) 6=0, o sea que la resistencia del medio no se toma en cuenta. Todos
los movimientos son periddicos. El punto de reposo en el origen de coordenadas
es un centro.

2) b2—a2< 0, b >0. El punto de reposo es un foco estable. Las oscila-
ciones son amortiguadas.

3) 2—a?=0, b >0. El punto de reposo es un nudc estable. Todas las
soluciones son amortiguadas y no oscilan. Este caso tiene lugar si la resistencia
del medio es muy fuerte (b= a).
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4) b < 0 (caso de rozamiento negativo), ¥2—a? < 0. El punto de reposo es
un foco inestable.

5) b < 0, b2—a>=0 (caso de rozamiento negativo grande). El punto de
reposo es un nudo inestable.

Ejemplo 3. Investigar la estabilidad del punto de reposo del sistema
de ecuaciones

dx

‘522!/—2,

dy

a—t-—3x—22,

dz

325)‘—4!/'
La ecuacién caracteristica tiene la forma

—k 2 —1

3 —k —2{=0,

5 —4 —k
o bien

k3 —9k+8=0.

Es bastante dificil determinar las raices de una ecuacién ciibica en el caso
general: sin embargo, en el caso dado, una raiz se escoge con facilidad, k;=1.
Como ésta tiene parte real positiva, se puede asegurar que el punto de reposo
x=0, y=0, 2=0 es inestable.

§ 3. SEGUNDO METODO DE A. M. LIAPUNOV

El eminente mateméatico ruso Alexandr Mijalovich Liapunov,

a fines del siglo XIX desarrollé un método muy general de ana-

lisis de la estabilidad de las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales
dx

iefilts Xy Xo ooos %) (=1, 2, .., 0),  (4.14)

el cual fue denominado segundo método de Liapunov.

Teorema 4.1 (teorema de Liapunov sobre la estabilidad).
Si existe una funcion derivable v(x,, Xy, ..., X,), llamada funcion
de Liapunov, que satisface, en un entorno del origen de coordena-
das, las siguientes condiciones:

1) v(xg, Xy ..., %,)2=20, y v=0 sdlo cuando x;=0 (i=1,
2, ..., n),es desir, la funcion v tiene un minimo estricto en el
origen de coordenadas;

n
2) j—?: “%fi(t, Xyy oees X)<XO cuando t>1t,, entonces el
i=1 !

punto de reposo x;=0 (i=1, 2, ..., n) es estable,
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La derivada j—?
curva integral, o sea que esta calculada considerando que los argu-
mentos x; (i=1, 2, ..., n) de la funcién v(x,, X, ..., x,) han
sido sustituidos por la solucién x;(f) ({=1, 2, ..., n)del sistema
de ecuaciones diferenciales (4.14).

en la condicién 2) se toma a lo largo de una

n
. ... dv N\ dvdx; .

En efecto, bajo esta suposicion dT_i_]aT,-W o, sustituyendo
%' por los segundos miembros del sistema (4.14), obtenemos final-
menie

d X\ 0
U v
@i = a—;cif"(t’ Xy, Xgs ooy Xp).

Demostracién del teorema de Liapunov sobre
la estabilidad. En un entorno del origen de coordenadas, al

42
Z=U(zy ;)
2\
S O B
//’ : S~
# i
l‘ 1 /|
: P HERR
1 #!
! I ,’l
T+ iy s iy il
HI IS = Sy AT
/U
— heh 39750 SN
& z
Zy
Fig. 4.10 Fig. 4.11
igual que en un entorno de cualquier punto de minimo estricto
(fig. 4.10), las superficies de nivel v (xy, X,, ..., x,)=c de la funcién
v (xy, Xy, ..., X,)son superficies cerradas, que contienen en su interior

al minimo, es decir, al origen de coordenadas. Sea ¢ > 0; parac >0
suficientemente pequefia, la superficie de nivel v=c se encuentra
enteramente dentro del e-entorno del origen de coordenadas*), pero
no pasa por dicho punto; por lo tanto, se puede tomar un
6 >0 tal que el 6-entorno del origen se encuentre enteramente

*) Mas exactamente, por lo menos una componente cerrada de la superficie
de nijvel v=c esta contenida en el e-entorno del origen de coordenadas.
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dentro de la superficie v=¢, siendo en este entorno v <<c. Si el

punto inicial con coordenadas x; () (=1, 2, ..., n) se toma en
el 6-entorno del origen de coordenadas (f1g 4.11) vy, por consi-
guiente, v(x (&), X2(fo), -.., X,(f))=¢; <c, entonces, cuando

t > t,, el punto de la trayectoria, determinada por estas condicio-
nes iniciales, no puede salir fuera de los limites del e-entorno del
origen de coordenadas, y ain de los limites de la superficie de
nivel v=c¢, ya que debido a la condicién 2) del teorema, la fun-
cion v a lo largo de la trayectoria no crece y, por lo tanto, cuando
t=to,

v(xy(8), x2(¢8), ..., x, (IN<Ley<e.

Observacion. A. M. Liapunov demostré el teorema sobre
la estabilidad bajo hipétesis mas generales; en particular, consi-
derdé que la funcién v puede depender también de ¢: v=v(t, x,
Xy, ..., X,). En este caso, para que se cumpla el teorema de la
estabilidad, hay que sustituir la primera condicién por la siguiente

U(t, Xpy Xpy ooy X)ZW(Xy, Koy -oos X,) 20

en un entorno del origen de coordenadas, cuando ¢> ¢, donde la
funcién continua w tiene un minimo estricto en el origen, v(¢, O,
0, o, 0)=w(0, 0, ..., 0)=0; la segunda condicién es la misma,

dt <0, sélo que en este caso

d
v_ _{ Zax fit, X1y Xy o ovy %)

El esquema de la demostracion queda igual; s6lo hay que tomar
en cuenta que debido a la condicién 1) la superficie de nivel, que
varia al variar ¢, v(f, x4, X, ..., X,)==c, permanece dentro de
la superficie de nivel w(x;, X, ..., X,)=c para todo valor de
=1, (fig. 4.12).

Teorema 4.2 (teorema de Liapunov sobre la estabilidad
asintética). Si existe una funcion derivable de Liapunov v(x,,
Xy ..., X,) que satisfaga las condiciones:

1) v(xy, %5, ..., x,) tiene un minimo estricto en el origen de
coordenadas: v(0, 0, ..., 0)=0;

2) la derivada de la funcion v, calculada a lo largo de las cur-
vas integrales del sistema (4.14)

n

do dv
Ef_ ax f (t X1y Xgy oo ey x,,)<0,

y fuera de un entorno arbitrariamente pequefio del origen de
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n
coordenadas, o sea para Zx}} 8 >0, t=Ty=t, la derivada
i=1
%g——fﬁ < 0, donde B es una constante, entonces el punto de reposo
x;=0 (i=1, 2, ..., n)del sistema (4.14) es asinfoticamente estable.
Demostracién. Como las condiciones del teorema sobre la
estabilidad se cumplen, entonces para todo € >0 existe un d(e) >0
tal que la trayectoria, cuyo punto inicial se encuentre en el

z=v(5,3,1

8-entorno del origen de coordenadas, no salga de los limites del
e-entorno de dicho punto, para #>+#,. Por ‘consiguiente, cuando
t >T,, se cumple en particular la condicién 2)a lo largo de esta
trayectoria; por ello, a lo largo de ésta la funcién v decrece mo-

notonamente al aumentar ¢, y existe el limite de la funcién v
cuando ¢ — oo:

lim v (t, % (f), x,(8), ..., x,({))=a=0.
t—>x
Hay que demostrar que a=0, puesto que entonces de la con-
dicion 1) se tendra que limx;(1)=0 (i=1, 2, ..., n), o sea que
t—>»
el punto de reposo x;=0 (i=1, 2, ..., n) es asintéticamente

estable. Supongamos que a > 0; entonces la trayectoria para ¢ > £,
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se encuentra en la region v>=a vy, por lo tanto, fuera de un cierto
8,-entorno del origen de coordenadas, o sea en donde, seglin la

condicion 2), dt —Pp < 0 para t = T,. Multiplicando la desigualdad

Z;]\ P por df e integrando a lo largo de la trayectoria desde T,

hasta ¢, obtenemos

v(xy(8), xo(8), ooy X, (D) —0 (X1 (To), % (To)s -y X, (T <
<—P@E—Ty),
o bien
v(xy (1), x2(8), oo X, ()0 (X1 (To)y % (Ty)y - s %, (To)) =B (E—Ty).

Para un valor de ¢ suficientemente grande, el segundo miembro

es negativo y, por consiguiente, v(x;(f), x,(¢), ..., x,(#) <0,

lo cual contradice a la condi-

cién 1). ‘Z%} /
Observacién. El teorema %

sobre la estabilidad asintética se S

generaliza al caso cuando la fun- / 3, 7

cién v depende de ¢, xy, X, ..., Z ] 040 7

X,,si la primera condicién, como // v

en el teorema anterior, se susti- Lz
<g
tuye por // 0
e

v(l, Xy X9y ..., X)) = W(Xy, Ny

Xoy ovvy X)) =0, »6'”//

donde la funciéon w tiene un mi-

nimo estricto en el origen de Fig. 4.13
coordenadas vy, aparte de esto,
si se exige que la funciéno(t, xy, x,, ..., x,) tienda a cero cuando

n
> x}— 0, uniformemente con respecto a ¢.
=1
Teorema 4.3 (teorema de Chetdev sobre la inestabilidad).

Si existe una funcién derivable v(x,, x,, ..., X,) que satisfaga en
cierto h-entorno cerrado del origen de coordenadas las condiciones:
1) en un entorno arbitrariamente pequeno U del origen de coorde-
nadas, existe una region (v>0), en la cual v>0, y v=0 en la
parte de la frontera de la region (v >0) que se encuentra en U;
2) en la regién (v >0) la derivada

d n

U
7= dxf(t Xy, Xgy oy X,) >0,

i=1
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y en la region (v=a), a >0, la derivada Z;{} p >0, enfonces el

punto de reposo x; =0 (i=1, 2, ..., n) del sistema (4.14) es ines-
table.

Demostracion. Tomemos el punto inicial x; (7)), X, (¢g), - - .
., X,(t,) en un entorno arbitrariamente pequefio del origen de
coordenadas, en la regién (v >0), v(x;(fy), x5(to) ---s X, (L) =

=a >0 (fig. 4.13). Debido a que 3—?20 a lo largo de la trayecto-

ria, la funcién v no decrece a lo largo de la misma y, por lo
tanto, mientras la trayectoria no abandone el A-entorno conside-
rado del origen de coordenadas, en el cual se cumplen las condi-
ciones del teorema, la trayectoria debe permanecer en la regién
(v>=a). Supongamos que la trayectoria no abandona el h-entorno
del origen. Entonces, debido a la condicién 2), la derivada

g-f;ﬁ >0 a lo largo de la trayectoria para t>{,. Multiplicando
esta desigualdad por dt e integrando, obtenemos:

V(g (), X(8), ooy X (D) —0(x1(g)s Xallo)y -y X, (F) =P (E—10);
de donde se deduce que cuando {-—oo la funcién v crece indefi-
nidamente a lo largo de la trayectoria, lo cual se encuentra en
contradiccién con la condiciéon de que la trayectoria no sale fuera
de los limites del h-entorno cerrado del origen, ya que en este
entorno la funcién continua v esta acotada.

Observacidén. N. G. Chetaev demostro el teorema de la inesta-
bilidad considerando que v puede depender también de ?¢; en este
caso la hipétesis del teorema cambia un tanto, haciéndose nece-
sario, en particular, exigir la acotacién de la funcién v en la
region (v>=0) en el h-entorno considerado del origen.

Ejemplo I. Analizar la estabilidad de la solucién trivial del sistema:

dx dy
X y— Y3
dt y=x g =9

La funcién v(x, y)==x2+4 4% satisface las condiciones del teorema de
A. M. Liapunov sobre la estabilidad asintética:

Dov(x, y) =0, v(0, 0)=0;
d
2) szX(—y—xs)—i-?y(x—zﬁ):—2(x4+y4)<0. Fuera de un entorno

del origen de coordenadas es%

y =0 es asintéticamente estable.
Ejemplo 2. Analizar la estabilidad de la solucién trivial x=10, y==0
del sistema: .

<—f < 0. Por lo tanto, la solucién x==0,

dx dy
—_—— 4 - ——— 4
a— Mot
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La funcién v(x, y)=x4+y* satisface las condiciones del teorema de
A. M. Liapunov sobre la estabilidad:

Do, y)=x14y"=0, v(© 0)=0;
dv
—_—— 4,4 4 —
2) ih 4xtyt +4xiyt =0.
Por consiguiente, la solucién trivial x=0, y=0 es estable.

Ejemplo 3. Analizar la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0
del sistema de ecuaciones

dx

—_— 3 5
aF=y T
Y _ .55
=" + 4.

La funcién v = x*—y* satisface las condiciones del teorema de N. G. Chetéev:
1) v >0, cuando {x| > |y|;

2 W48 (9429 — 499 (£ 49) =4 (5 —4) > 0 para [x] > [yl, v para
v=a >0, es %;B > 0. Por lo tanto, el punto de reposo x=0, y=0 es
inestable,

Ejemé)lo 4. Analizar la estabilidad de la solucién trivial x;=0 (i=1,
2, ..., n) del sistema de ecuaciones

dx; _ Oulxy, x5 ..., %) .
7 ox; i=1,2 ..., n)

si la funcién u (x;, X, ..., x,) tiene un maximo estricto en el origen de coor-
denadas.
Tomemos como funcién de Liapunov la diferencia

V(X Xoy oo Xp)=u(0, 0, ..., O)—u(xy, %2, ..., X5),

la cual, evidentemente, se anula para x;=0 (i=1, 2, ..., n) y tiene un minimo
estricto en el origen de coordenadas. Por lo tanto, esta funcion satisface la con-
dicién 1) del teorema de Liapunov sobre la estabilidad. La derivada a lo largo
de las curvas integrales es

n n
dv du dx; _ N (0u\?
i

De este modo, las condiciones del teorema de Liapunov se cumplen; por lo
tanto, la solucidn trivial es estable.

Ejemplo 5. Estudiar la estabilidad de la solucién trivial x;=0 (i=1,
2, ..., n) del sistema de ecuaciones

n
dx; L,
‘vx‘: a;j (t) xj, donde a;; ()= —ay; ({) para i# y todas las a;(t) <O0.

j=1 .
La solucién trivial es estable, puesto que la funcién v= 2 x} satisface las

condiciones del teorema de Liapunov sobre la estabilidad:
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) v=0y v(,0, ..., 0)==0;

n n

n n
dv N dx; ~ ~ .
Q)d_t"ﬂ}'n x,»at—‘--a _>_ E a;; (t)x,~x,-=2'§1 a;; () x} <0,
1= {=

i=1j=1

§ 4. ANALISIS DE LA ESTABILIDAD POR LA PRIMERA APROXIMACION

Para el analisis de la estabilidad del punto de reposo x,=0
(i:: 1, 2, ..., n) del sistema de ecuaciones diferenciales

ity 50 Xar ooy %) (=1, 2, ..., 1) (4.14)

donde f; es una funcién derivable en un entorno del origen de

coordenadas, se aplica con frecuencia el siguiente método: como

la funcién f, (¢, x,, x,, ..., x,) es derivable, el sistema (4.14) en
un entorno del origen de coordenadas x;-=0 (i=1, 2, ..., n)
puede representarse en la forma
n
S Y a0 Rt % Xy - ) (=1, 2, ., 1) (4.15)
j=1

donde las R; son infinitésimos de orden mayor que 1 con respecto a

/n
V 21 xf; luego de esto, en lugar de investigar la estabilidad del

punto de reposo x;=0 (i=1, 2, ..., n) del sistema (4.15), se
analiza la estabilidad de este mismo punto del sistema lineal
n
dx; .
J}:Zlai,(t)x, (i=1,2, ..., n) (4.16)
]._—

llamado sistema de ecuaciones de primera aproximacion respecto al
sistema (4.15). Las condiciones de aplicabilidad de este método,
utilizado durante mucho tiempo sin ninguna base, fueron analizadas
detalladamente por A. M. Liapunov, y posteriormente generalizadas
por muchos otros matematicos, entre los cuales cabe nombrar en
primer lugar a O. Perron, [. G. Malkin, K. P. Persidski vy
N. G. Chetéev.

El analisis de la estabilidad del sistema de ecuaciones de pri-
mera aproximacion, claro esta, es un problema mucho mas facil
que el estudio del sistema original, en general no linealj sin embargo,
atin la investigacién del sistema lineal (4.16) con coeficientes a; (1)
variables es un problema muy complejo. Si, en cambio, todaslas
a;; son constantes, es decir, si el sistema es estacionario en primera
aproximacién, la investigacion de la estabilidad del sistema lineal
(4.16) no posee dificultades principiales (véanse las pags. 217—218).
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Teorema 4.4. Si el sistema de ecuaciones (4.15) es estacionario
en primera aproximacion, si todos los términos R;, en un entorno
suficientemente pequeiio del origen de coordenadas, cuando t =T = t,,

1
—ta
2

/ n
satisfacen las desigualdades |R;|<<N !‘\AZ, x§> , donde N y o

son constantes, y o >0 <0 sea, si las R; no dependen de t, entonces

7N
su orden es mayor que 1 con respecto a ]/2; x}/) y si todas las
i=1

raices de la ecuacion caracleristica:

an—Fk ap, R N .
a Qoo — e a,
21 22 2u — O (417)
a, Qe e arm—k

tienen partes reales negativas, entonces las soluciones triviales x;=0
(i=1, 2, ..., n) del sistema de ecuaciones (4.15) y del sistema
(4.16) son asintoticamente estables; por lo tanio, en este caso es
posible el andlisis de la estabilidad por la primera aproximacion.

Teorema 4.5. Si el sistema de ecuaciones (4.15) es estacionario
en primera aproximacion, si todas las funciones R; satisfacen las
condiciones del teorema anterior y si por lo menos una raiz de la
ecuacién caracteristica (4.17) tiene parte real positiva, entonces los
puntos de reposo x;=0 (i-=1, 2, ..., n) del sistema (4.15) y del
(4.16) son inestables. En consecuencia, en este caso también es po-
sible investigar la estabilidad por la primera aproximacion.

Los teoremas 4.4 y 4.5, desde el punto de vista de las limita-
ciones que imponen a las raices de la ecuacion caracteristica, no
abarcan solamente el llamado caso critico, o sea, cuando todas las
partes reales de las raices de la ecuacion caracteristica no son posi-
tivas, y ademas la parte real de por lo menos una raiz es igual
a cero.

En el caso critico los términos no lineales R; comienzan a in-
fluir sobre la estabilidad de la solucién trivial del sistema (4.15)
y la investigacion de la estabilidad por la primera aproximacion,
en general, no es posible.

La demostracion de los teoremas 4.4 y 4.5 se pueden encontrar
en el libro de 1. G. Malkin.

Para dar una idea de los métodos de demostracion de estos teoremas, dare-
mos la demostracion del teorema 4.4, suponiendo que todas las raices k; de la
ecuacion caracteristica son reales y diferentes,

ki< 0 (i=1, 2, ..., n) k; # k; para i # |.
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En notaciones vectoriales, el sistema (4.15) y el (4.16) toman respectivamente
las formas ‘

%:AX—}—R, (4.15,)
dX
d—t:AX. (4.161)
donde
X1 Ry
X5 ‘au QA -.. Qi | R,
X=| |, A=|® 02 G po| -
Ap1 Apg . -« anﬂ | .
Xn | Ry,

Mediante la transformacién lineal no degenerada con coeficientes constantes
X = BY, donde

[ 41
[b11 bz ... byy Ya
Bng“ bea ... by, y=["|,
byt buz - - bun .
Yn
: ay . dYy _
el sistema (4.16,) se reduce a la forma Bm-:ABY, o bien E=B 1ABY.
La matriz B se escoge de manera que B~1AB sea diagonal:
EROO ...0
0 kKO ... 0
B-1AB=|0 0 k3 ...0
000 .. &
Entonces el sistema (4.16) se reduce a
dy; .
—g—t’:k,y,- (i=1,2, ..., n)
y el sistema (4.15), mediante la misma transformacién, se reduce a
dy; = .
%t‘«:k,»y[—i—R,-(t, Yo Yoo oo ya) (=1,2, ..., n), (4.18)
1
_ / n . T+a .
donde |R; |<N Z y? ,siendo N una magnitud constante, @ > 0, t=T.

i=1
Para el sistema (4.18) una funcién de Liapunov que satisface las condiciones
del teorema sobre la estabilidad asintética es

n
v= 3 u.
i=1
En efecto,
v, Yo o0y Y)==0,0(0, 0, ..., 0)=0;

dv o~ dy ” "
9 G=2 Yo =2 ki +2 ¥ kiR < ¥ kit <0

i=1 i=1 i=1 i=1
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para y; suficientemente pequefias, debido a que todas las #; < 0 y a que la suma
n

duplicada 2 Z k;y;R; para y; suficientemente pequefias puede hacerse menor que
=
n 13
la suma Z k;y? en valor absoluto.
i=1
Por altimo, fuera de un entorno del origen de coordenadas es

dv
EQ-ﬁ(O. ‘

Ejemplo I. Analizar la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0 del
sistema

d

—x=x—y—i-x2—|—y2 sent,

dt

dy 4.19)
_— — 2
= tv—9

Los términos no lineales satisfacen las condiciones de los teoremas 4.4 y 4.5.

Analicemos la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0 del sistema de primera
aproximacion

de_,
di (4.20)
B—t:x+ y.

La ecuacion caracteristica l_lk l_—Ik =0 tiene las raices k=1 + i; por

lo tanto, en virtud del teorema 4.5, el punto de reposo de los sistemas (4.19)
y (4.20) es inestable.

" Ejemplo 2. Analizar la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0 del
sistema :

d—x:2x+85eny, 1
gt (4.21)
TR—
dt—Q e¥—3y—cos Y.

Desarrollando seny, ey cosy por la férmula de Taylor, escribimos el
sistema en la forma

dx dy
E:2x+8y+R1y B_t—'—x 3y+R2)
donde R, y R, satisfacen las condiciones de los teoremas 4.4 y 4.5.
Las raices de la ecuacidén caracteristica I2__—1k_38_k =0 para el sistema
de primera aproximacién
dx dy
dx _ @ __ 4.92
=28y, = —x—3dy (4.22)

tienen partes reales negativas. Por lo tanto, el punto de reposo x=0, y=0 de
los sistemas (4.21) y (4.22) es asintéticamente estable,



230 Capitulo 1V. Teoria de la estabilidad

Ejemplo 3. Analizar la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0 del
sistema
dx

= —d4y—i3,
by (4.23)
Y 3y
P, 3x—y3.
La ecuacidén caracteristica l_§ :2‘:0 del sistema de primera aproxima-

cién tiene raices imaginarias puras, es decir, se tiene un caso critico. El analisis
por la primera aproximacién no es posible. En este caso es facil escoger la fun-
cion de Liapunov
v=23x2+4y42.
) v(x, ¥) =0, v (0, 0)=0;

2) % 6x (—ay— ) + 8y (Bx— ) = — (65 + 8y <O,

y fuera de cierto entorno del origen de coordenadas es dvé—ﬁ < 0. Por con-

dt
siguiente, el punto de reposo x=0, y=0, en virtud del teorema del paragrafo
anterior, es asintdéticamente estable.

Detengamosnos mdas detalladamente en el ltimo ejemplo. El
sistema de ecuaciones de primera aproximacion

d d
T —4y, =3« (4.24)

tenia un centro en el origen de coordenadas. Los términos no linea-
les del sistema (4.23) transformaron este centro en un foco estable.

En el caso general también se observa un cuadro geométrico
analogo, pero un tanto mas complicado. Supongamos que el sistema
de primera aproximacion para el sistema

d

Exf =ay X, + 0¥ -+ Ry (X, Xy),
dx, (4.25)
T = QarXs Tt GgpXs -+ Ry (X1, %)
tiene un punto de reposo tipo centro en el origen de coordenadas.
Supongamos, también, al igual que en la pag. 226, que los términos
no lineales R, (x;, x,) y R, (x,, x,) son de orden mayor que | con
respecto a V X2 +x2. Estos términos no lineales son, en un entorno
suficientemente pequeno del origen de coordenadas, pequefios con
respecto a los términos lineales, pero de todos modos éstos defor-
man un poco el campo direccional determinado por el sistema lineal
de ecuaciones de primera aproximacién. Por eso la trayectoria que
sale de cierto punto (x,, y,) se desvia un tanto después de dar una
vuelta alrededor del origen de coordenadas, con respecto a la trayectoria
del sistema lineal que pasa por el mismo punto y, en general, no
cae en el punto (x,, y,), es decir, la trayectoria no se cierra.
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Si después de esta vuelta alrededor del origen todas las trayec-
torias se acercan al mismo, entonces en el origen surge un foco
estable; si, en cambio, las trayectorias se alejan del origen, surge
un foco inestable.

Como excepcion, es posible también el caso en que todas las
trayectorias del sistema no lineal, situadas en un entorno del origen
de coordenadas, sigan siendo cerradas. Sin embargo, hay que con-
siderar que el caso mas tipico es cuando solo algunas curvas ce-
rradas (puede ser que ningunas) permanezcan cerradas, y las restantes
se conviertan en espirales.

Fig. 4.14 Fig. 4.15

Tales trayectorias cerradas, en cuyo entorno todas las trayecto-
rias son espirales, se llaman ciclos limite.

Si las trayectorias préximas al ciclo limite son espirales que
se aproximan al ciclo cuando # — oo, entonces éste se llama esfable
(fig. 4.14); si las trayectorias cercanas al ciclo limite son espirales
que se alejan del mismo cuando ¢ — oo, entonces éste se llama
inestable; si por un lado del ciclo limite las espirales se acercan
al mismo cuando ¢ — oo y por el otro se alejan de él (fig. 4.15),
entonces el ciclo limite se llama semiestable.

De esta manera, el paso del sistema de primera aproximacion
(4.16) al sistema (4.25) conduce, en general, a la transformacién
del centro en un foco, rodeado de p ciclos limite (el caso p=0
no se excluye).

En la pag. 1567, al investigar las soluciones periddicas del sistema
cuasilineal auténomo

x+aix=pf(x, x, p), (4.26)

ya nos encontramos con un fenémeno andlogo. En efecto,
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sustituyendo (4.26) por el sistema equivalente se obtiene

x=y \
y= —a*x4-pf(x, y, p). J (4.27)

El sistema lineal correspondiente:
=y, y= —a%*x

tiene un punto de reposo tipo centro en el origen de coordenadas;
al agregar términos no lineales, pequefios para p pequefios, el centro
se convierte, en general, en un foco rodeado de algunos ciclos limite,
cuyos radios precisamente se determinan de la primera ecuacion
de (2.128), pag. 159.

La diferencia entre los casos (4.25) y (4.27) consiste s6lo en
que los términos R, y R, son pequeilos solamente en un entorno
suficientemente pequefio del origen de coordenadas, mientras que
en el caso (4.27) el sumando pf(x, y, p) puede hacerse pequefio
para p suficientemente pequefio no sélo en un entorno pequefio del
origen de coordenadas. :

En el ejemplo 2 (pag. 159) para pequefios p surge un ciclo
limite en un entorno de la circunferencia de radio 6 con centro en
el origen de coordenadas, que es una trayectoria de la ecuacién
generadora.

En las aplicaciones, a los ciclos limite estables les corresponden
comunmente procesos auto-oscilatorios, o sea procesos periédicos en
los cuales pequefias perturbaciones no cambian practicamente la
amplitud y la frecuencia de las oscilaciones.

§ 5. CRITERIOS DE NEGATIVIDAD DE LAS PARTES REALES
DE TODAS LAS RAICES DE UN POLINOMIO

- En el paragrafo anterior el problema sobre la estabilidad de Ia
solucién trivial de una amplia clase de sistemas de ecuaciones
diferenciales fue reducido al analisis de los signos de las partes
reales de las raices de la ecuacién caracteristica.

Si la ecuacion caracteristica es de grado elevado, entonces su
resolucién es muy dificil; por ello tienen gran importancia los
métodos que permiten determinar si las raices tendran o no parte
real negativa, sin resolver la ecuacion.

Teorema 4.6 (teorema de Hurwitz). La condicién necesaria
y suficiente para que las partes reales de todas las raices del po-
linomio
2" tazt . Ha,_2ta,

con coeficientes reales sean negativas, es que todos los menores dia-.
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gonales principales de la matriz de Hurwitz

la;, 100 ...0
a, a, a, 1 ... 0
la; a, a, a, ...
a, Gg Q3 Q4 ...

0000 ... a
sean positivas.

En la diagonal principal de la matriz de Hurwitz estan los
coeficientes del polinomio, tomados en su orden de numeracidn,
desde a; hasta a,. Las columnas estin formadas sucesivamente por
coeficientes con indices sélo pares o sélo impares, incluyendo tam-
bién el coeficiente a,=1; por lo tanto, el elemento b;, de la matriz
es b;, =ay;_,. Todos los coeficientes que faltan, es decir, los coefi-
cientes con indices mayores que n 6 menores que 0, se sustituyen
por ceros.

Designemos los menores diagonales principales de la matriz de
Hurwitz de la siguiente manera:

a, 1 0

Ar=|ay|, Ay= alll Ay=lay a, a,}, ...
Qs a4 a
al 0 ... 0
a; a, a; ...
, A,=lay a, a5 ...
000 ... a

n

Obsérvese que, como A,=:A,_,a,, la 0ltima de las condiciones
Ay >0,A,>0, ..., A, > 0de Hurwitz puede sustituirse por a,>0 *).

Apliquemos el. teorema de Hurwitz a los polinomios de segundo,
tercero y cuarto grado.

a) 2*+a,2+a,.

Las condiciones de Hurwitz se reducen a a, >0, a, > 0. Estas
desigualdades en el espacio de los coeficientes a, y a, determinan
el primer cuadrante (fig. 4.16). En la fig. 4.16 -se representa la
region de estabilidad asintética de la solucion trivial de cierto
sistema de ecuaciones diferenciales que satisface las condiciones del
teorema 4.1, si 2®--a,z+4a, es su polinomio caracteristico.

b) 28+ a;22 a2 + a,.

*) Obsérvese que de las condiciones de Hurwitz se deduce que todas las a;>0;
sin embargo, la positividad de todos los coeficientes no es suficiente para que
las partes reales de todas las raices sean negatlvas
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Las condiciones de Hurwitz se reducen a a, >0, a;a,—a,; >0,
ay; > 0. La region determinada por estas desigualdades en el espacio
de los coeficientes esta representada en la fig. 4.17.

¢) 2 4-a2® - a2t agz - ay.
Las condiciones de Hurwitz se reducen a

a; >0, qya,—a; >0, (qa,—a;)a;—aia, >0, a, > 0.

Para los polinomios considerados, las condiciones de Hurwitz
son muy cémodas y de facil comprobacién, pero al aumentar el
grado del polinomio, dichas condiciones se complican con gran
rapidez, y frecuentemente en
lugar de éstas es mejor apli-
car otros criterios de negati-
vidad de las partes reales de
un polinomio.

estabilidad

L

Fig. 4.16 Fig. 4.17

Ejemplo. ¢Para qué valores del parametro a la solucién trivial x, =0,
%2=0, x3=0 del sistema de ecuaciones diferenciales
dx, dx, dxg .
TR W_—le, —Jzaxl—i-z,@—x;,

es asintéticamente estable?
La ecuacién caracteristica tiene la forma

—k 0 1
—3 —k 0{=0, o bien B34 k2 —ak-6=0.
a 2 —1—k

Segiin el criterio de Hurwitz, las condiciones de estabilidad asintética seran
ay >0, ayas—a; >0, a3 >0. Estas condiciones en este caso se reducen a
—oa—6>0, de donde o < —6,
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§ 6. CASO DE UN COEFICIENTE PEQUEXNO EN
LA DERIVADA DE ORDEN MAYOR

El teorema sobre la dependencia continua de la solucién con
respecto al parametro (véase la pag. 56) afirma que la solucién

de la ecuacién diferencial x(¢)=f(¢, x(f), p) depende en forma
continua del parametro p si en la region cerrada de variacién de
t, x y p considerada la funcién f es continua respecto a sus argu-
mentos en conjunto, y satisface la condicién de Lipschitz respectoa x:

[F(t, x, W= x, W) << N|x—x],

donde N no depende de 7, x y p.

En los problemas de la fisica y la mecénica las condiciones de
este teorema generalmente se cumplen; sin embargo, en las aplicacio-
nes se encuentra con relativa frecuencia un caso de dependencia dis-
continua del segundo miembro con respecto al parametro, a cuyo
estudio precisamente se dedica este paragrafo.

Consideremos la ecuacion

d
wg =F(t x), (4.28)
donde p es un parametro pequeiio. El problema consiste en aclarar

) . . dx ~
si se puede o no despreciar el término W para pequefios valores

de ||, es decir, sustituir aproximadamente la solucién de la ecua-
cién (4.28) por la solucion de la llamada ecuacion degenerada

f(t, x)=0. (4.29)

Aqui no se puede aplicar el teorema sobre la dependencia continua
de la solucién con respecto al parametro, puesto que el segundo
miembro de la ecuacion

Tl (4.28,)

es discontinuo cuando p —0.
Supongamos por ahora, para simplificar, que la ecuacién dege-
nerada (4.29) tiene sélo una solucién x = ¢ (£). Supongamos también,

para fijar ideas, que p > 0. Cuando el parametro p tiende a cero,

dx

. .. 1
la derivada :ii—tx de las soluciones de la ecuac1ona»:rf(t,x), en

cada punto en el cual f(f, x)0, crecera indefinidamente en valor
absoluto, teniendo el mismo signo que la funcién f (¢, x). Por con-
siguiente, las tangentes a las curvas integrales en todos los puntos
en los cuales f(f, x)%0, cuando p— 0 tienden a una direccién
paralela al eje Ox; ademas, si f(¢, x) >0, la solucién x (¢, p) de
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~la ecuacion (4.28,) crece al aumentar {, puesto que ;”—:>0, y si

f(t, x) <0, la solucién x (¢, p) decrece al decrecer £, ya que z—): < 0.

Consideremos el caso a) representado en la fig. 4.18, en el cual
el signo de la funcién f(f, x) cambia de +a-—al cruzar la grafica
de la solucion x=¢ (f) de la ecuacién degenerada, si x aumenta
y ¢t queda fijo.

El campo de direcciones de las tangentes a las curvas integrales,
para un p suficientemente pequefio, se indica con flechas. El campo

K (i)
J T
oLttt
* ffff f ff o=l (tg',l"u}*¥
] paf 4t {
ittt P DA
ITEAA ET

111 \B R
7

Fhpptt

N

Fig. 4.19

de direcciones tiende a la grafica de la raiz de la ecuacién
degenerada. Por consiguiente, para cualesquiera valores iniciales
x (2,) = %o, la curva integral que éstos determinan, que es casi para-
lela al eje de las Ox, tendera a la grafica de la raiz de la ecua-
cién degenerada y, al crecer ¢, ya no podrad abandonar un entorno
de esta grafica. Por consiguiente, en este caso, cuando ¢ >, > ¢,
para un p suficientemente pequefio se puede sustituir aproximada-
mente la solucién x (¢, p) de la ecuacion (4.28) por la solucion de
la ecuacién degenerada. En este caso, la solucion x=q (f) de la
ecuacion degenerada se llama estable.

Consideremos el caso b). El signo de la funcién f (¢, x) cambia
de—a-al cruzar la grafica de la solucién x=¢ (f) de la ecuacién
degenerada, si x aumenta y ¢ queda fijo. En la fig. 4.19 esta re-
presentado el campo direccional de las tangentes a las curvas inte-
grales para p suficientemente pequefio. En este caso es evidente
que cualesquiera que sean los valores iniciales x (f,) = x, que satis-
fagan sélo la condicidn f (¢, x,) %0, la curva integral que éstos
determinan, para un p suficientemente pequefio se aleja, teniendo
una tangente casi paralela al eje Ox, de la grafica de la solucién
x= ¢ (¢) de la ecuacién degenerada. En este caso, la solucién x = g (f)
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de la ecuacién (4.29) se llama inestable. Enel caso de inestabilidad no
se puede sustituir la solucion x = x (¢, ) de la ecuacion original por la
de la ecuacién degenerada; en otras palabras, no es posible despreciar

el término p Z—f en la ecuacion p %:f(t, X), por pequefio que sea .
Es posible un tercer caso, llamado de semiestabilidad, el caso c):

el signo de la funcién f (¢, x) no cambia al cruzar la grafica de la

solucién de la ecuacién degenerada. En la fig. 4.20 se representa

el campo direccional en el caso de una solucién semiestable x = ¢ (¢).

,‘T A

H fo0 1 4%; f
f T4 Thgaqd

0\°(t),z,)

Fig. 4.20

En el caso de semiestabilidad, por regla general, tampoco es
posible sustituir aproximadamente la solucion x=x (¢, n) de la
ecuaciéon original por la de la ecuacién degenerada, ya que, en
primer lugar, las curvas integrales determinadas por las condiciones
iniciales que se encuentran a un lado de la grafica de la soluc:6n
x=q(f), se alejan de dicha grafica. En segundo lugar, las curvas
integrales que se aproximan a la grafica de la solucion x=¢(¢)
pueden atravesarla y pasar al lado inestable (fig. 4.20), y después
alejarse de ésta. Por tltimo, aiin si la curva integral x=x (¢, p)
permanece en un entorno de la grafica de la solucién por su lado
estable, las perturbaciones, inevitables en los problemas practicos,
pueden hacer que la grafica de la solucion x=x (¢, p) pase al lado
inestable de la grafica de la solucién de la ecuacion degenerada,
luego de lo cual la curva integral x=x (¢, n) se aleja de ésta.

Obsérvese que si g—fx< 0 en la grafica de la solucién de la ecua-
cién degenerada, entonces la solucién x = ¢ (¢) es con toda seguridad
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f

. . d ., .
estable; si, en cambio, $>0’ entonces la solucion es inestable.

En efecto, en el primer caso, en un entorno de la curva x=¢({)
la funcién f decrece al crecer x y, por lo tanto, cambia el signo
de +-a—, y en el segundo, crece al aumentar x, por lo que
al atravesar la grafica de la solucién x= ¢ (f) la funcién f cambia
su signo de —a-i-.

Si la ecuacién degenerada tiene varias soluciones x = @; () en-
tonces hay que investigar la estabilidad de cada una de ellas.

f<o
ST AMRAMARY
P¥y

i
5Ty
444
pif

Fig. 4.21

Ademaés, segin la eleccién de las condiciones iniciales, las curvas
integrales de la ecuacion original pueden comportarse en formas
diferentes cuando p — 0. Por ejemplo, en el caso de las tres solu-
ciones x=¢q;(¢) (i=1, 2, 3) de la ecuacién degenerada, representadas
en la fig. 4.21, cuyas graficas no se cortan, las soluciones x = x (¢, w),
u >0, de la ecuacién original, determinadas por puntos iniciales
que se encuentran por encima de la grafica de la funcion x = g, (),
tienden, para f>?¢, y p-——0, hacia la solucién estable x=g¢, ()
de la ecuacion degenerada. Las soluciones x = x (¢, u), determinadas
por puntos iniciales que se encuentran debajo de la grafica de la
funcién x =g, (¢), tienden, para ¢t > ¢, y p — 0, a la solucion estable
x =gz (f) de la ecuacion degenerada (fig. 4.21).
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Ejemplo 1. Determinar si la solucién x=ux(¢{, p) de la ecuacién
w d—:——_x—t, n > 0, que satisface la condicién inicial x (¢,)=x,, tiende o no

a la solucion de la ecuacién degenerada x —¢=0, cuando £ > ¢, v p— 0.
La soluciéon x=ux(f, p) no tiende a la solucién de la ecuacion degenerada
x=1, puesto que la solucién de esta dltima es inestable, debido a que

a—(;x;t):l > 0 (fig. 4.22).
Ejemplo 2. La misma pregunta para la ecuacion
n %:.«-_- sen? { — 3e*.
La solucién de la ecuacién degenerada x =2 Injsen ¢ |—In 3 es estable, puesto
que J (sen? £ — 3e¥)

ox
eciacién inicial tiende a la solucién de la ecuacién degenerada para ¢ > ¢,

cuando p — 0.

=—3e* < 0. Por consiguiente, la solucién x=x (¢, p) de la

ZA ‘&//\,
fro0_d
{tg,lzb/ Z‘gl‘zb/
r<o
g > 7
Fig. 4.22 Fig. 4.23

Ejemplo 3. La misma pregunta para la solucién de la ecuacién

WG = EE—E L 10 5 ()=

De las dos soluciones x==0 y x=1#2{1 de la ecuacién degenerada

2
x(£2—x+1)=0, la primera es inestable, debido a que (Ltox—xi—]—) =1241>0,
. x=0
2 x-LL
y la segunda, estable, puesto que Ox(f—x-t 1) =—1{—1<0.
Jx x=124+1

Si el punto inicial (¢, x,) se halla en el semiplano superior x > 0, la curva
integral de la ecuacién original tiende, para p— 0, a la grafica de la solucién
x=#41 de la ecuacién degenerada (fig. 4.23), y permanece en un entorno
de ésta,

Si, en cambio, el punto inicial estd en el semiplano inferior x < 0, entonces
lim x (¢, p)=— oo para ¢ > ¢, (fig. 4.23).
u->0



240 Capitulo 1V. Teoria de la estabilidad

Para las ecuaciones de n-ésimo orden
pxm ()= f(¢, x, %, %, ..., x*D)

y para los sistemas de ecuaciones diferenciales surge también el
problema sobre la dependencia de la solucién de un coeficiente p
pequefio en la derivada de orden mayor.

La ecuacién de n-ésimo orden puede reducirse a un sistema
de ecuaciones de primer orden por el método habitual (véase la
pag. 88); por lo tanto, el problema fundamental consiste en el
analisis de los sistemas de ecuaciones de primer orden con uno
o varios coeficientes pequefios en las derivadas. Este problema ha
sido estudiado detalladamente por A. N. Tijonovy por A. B. Vasilleva.

§ 7. ESTABILIDAD BAJO PERTURBACIONES DE ACCION CONSTANTE
Si el sistema de ecuaciones estudiado
dx;
d—t, = fi(tv X1y Xgy o0 ey )Cn), X; (to)fxio (430)
(i=1,2, ...,n

se somete a pequeflas perturbaciones de corta duracién, entonces
el sistema (4.30), en el pequefio intervalo de variaciéon de

t, t,<<t<1,, debe ser sustituido por el sistema perturbado
dx; .
L =F(t %y Xy ooy X)) F R (£, X4y Xy -+ -5 X)),
=l m) ER )J @)
x; (L) =x, () (i=1, 2,...,n),
donde todas las R;(f, x;, %,, ... X,,) son pequefias en valor absoluto.

Después, cuando ¢ >>{, las perturbaciones terminan, y se vuelve al
sistema (4.3Q), pero ahora con

z) los valores iniciales un tanto
2z cambiados en el punto o x; (f) =
=x;(f)+6;(i=1,2, ..., n),don-

de x;(¢) (i=1, 2,...,n)esla

solucién estudiada del sistema

(4.30), y todas las 6; son peque-

17 5 fias en valor absoluto para peque-

flas | R;|, en virtud del teorema

sobre la dependencia continua

Fig. 4.24 de la solucién respecto al para-
metro (fig. 4.24)

Por consiguiente, la accién de perturbaciones de corta duracién

se raduce en ultima instancia a perturbaciones de las condiciones

iniciales, y el problema de la estabilidad con respecto a dichas
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perturbaciones de corta duraciéon—o, como se llaman por lo general,
instantaneas—se reduce al problema de la estabilidad segiin Lia-
punov, considerado mas arriba.

Si, en cambio, las perturbaciones son de accién constante, el
sistema (4.30) debe ser sustituido por el (4.31) para todas las { > ¢,
y surge un problema completamente nuevo: el estudio de la estabi-
lidad bajo perturbaciones de accion constante. Este problema fue
estudiado por I. G. Malkin y por G. N. Duboshin.

Igual que al investigar la estabilidad segiin A. M. Liapunov
se puede, por el cambio de variables x;=y,—¢;(f)(i—1, 2, ...,n),
transformar la solucién estudiada y,=¢,(f)(i=1,2,...,n) del

sistema %=(D,~(t, Yi, Yo -~ > Y,y (=1, 2,...,n) en la solucién

trivial x;=0(i=1,2,...,n) del nuevo sistema. Por esto, en lo
sucesivo se puede considerar que se investiga la estabilidad bajo
perturbaciones de accién constante de la solucién trivial
x,=0(=1,2,...,n) del sistema de ecuaciones (4.30).

La solucién trivial del sistema (4.30) se llama estable con res-
pecto a las perturbaciones de accién constante, si para todo & >0

existen 8, >0 y 6,>0 tales que las desigualdades X R} < &
i=1

n
para t =>t, y X x4 < 8% implican que
i=1

D x3(t) < e* cuando t>t,,

i=1
donde x;(t)(i=1,2,...,n) es la solucién del sistema (4.31), deter-
minada por las condiciones iniciales x;(f)=x, (i=1,2,...,n).

Teorema 4.7 (teorema de Malkin). Si para el sistema de
ecuaciones (4.30) existe una funcién derivable de Liapunov
v (t, Xy, Xy - .., X,) que satisfaga en un entorno del origen de coor-
denadas, para t>t, las condiciones siguientes:

DU (t, X1, Xay. v -y Xp) =@y (Xy, Xo,. .., %,) 2=0,0(£,0,0,...,0)=0,
donde w, es una funcion continua que se anula sélo en el origen
de coordenadas;

2) las derivadas (%’— (s=1,2,...,n) estdn acotadas en wvalor
absoluto;
n
3) la derivada %:%-{— Z %fig——wz (%4, %oy ..., %) <20,
i=1

donde la funcién continua w,(%y, X, ..., %,) se puede anular sélo
en el origen de coordenadas, entonces la solucion trivial del sistema
(4.30) es estable con respecto a las perturbaciones de accion constante.
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Demostracidn. Obsérvese que, en virtud de que las deri-
v . ., .
vadas5~(s=1,2,...,n) estan acotadas, la funcién v tiende a cero
S

n
cuando 2 x¥— 0 uniformemente con respecto a ¢ para =1, ya

i=1

que por el teorema del valor medio, v (¢, x4, X5, .. ., xn)::z ((—?%) X
i=1 ¢
/ . . .
donde '\50,%) son las derivadas calculadas para ciertos valores inter-
{
medios, entre 0y x;(i=1, 2, ..., n), de los argumentos x;, x,, ..., X,,.

Obsérvese también que, fuera de cierto 6—entorno del origen
n N\
\/o sea, cuando X, x} >8>0y para t>>f, en virtud de las
\ i=1
condiciones 2) y 3), la derivada

n n

dv v, N dv oo dv

ai ot T &g [ g Ri<—R <O
i=1 i=1

para R; suficientemente pequefas en valor absoluto (i=1, 2, ..., n).
Fijemos un € >0 y tomemos cierta superficie de nivel (0 una
de sus componentes) w,=:1/, I >0, contenida integramente en el
e—entorno del origen de coordenadas.
La superficie de nivel v(¢, x, x,, ..., x,)=1[, que cambia al
variar t >1,, se halla, debido a la condicién 1), dentro de la super-
ficie de nivel w,==1 y al mismo tiempo, como la funcién v tiende

a cero para 2x?—>0 uniformemente respecto a ¢, se encuentra
i=1

fuera de cierto §,—entorno del origen de coordenadas, en el cual

v < [. Por consiguiente, en la superficie de nivel v (¢, xy, x,, . .., x,,) =/

para cualquier ¢ >=¢, la derivada

n n
dv  ov | v , du _
a T ayifi‘r ERig—k&O,
i=1 i=1

si 2 R¥<C 8;, 8, >0, donde 6, es suficientemente pequefio. La tra-
i=1
yectoria determinada por un punto inicial x; (¢)) =x;,(i=1, 2, ..., n)
que esté en el 8,—entorno considerado del origen, no puede salir
de los limites del e—entorno de dicho punto, para ¢t > ¢,. En efecto,
debido a la eleccion de §,, es v (¢, X19, Xp9, - - -, X,0) << y, por lo
tanto, si para f >/, la trayectoria saliera del ¢ —entorno o aunque
sea de los limites de la superficie de nivel w,=1[, entonces ésta
deberia cortar por primera vez la superficie de nivel
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v(t, xy, Xy, ..., x,)==1 para cierto valor =T, y en un entorno del
punto de intersecciéon, a lo largo de la trayectoria, la funcién v
deberia crecer, y obtendriamos una contradicciéon con respecto a la
condicion d?\ —Fk <0 a lo largo de la trayectoria en los puntos
de la superficie de nivel v (¢, x;, x,, ..., Xx,)==1.

Comparando las condiciones del teorema de Malkin con las del
teorema de Liapunov sobre la estabilidad asintdtica (véase la obser-
vacion de la pag. 223), vemos que éstas casi coinciden. En el teo-
rema de Malkin se tiene solamente la condicion complementaria

de acotacion de las denvadas—(s»—l 2, ..., n); en consecuencia,

la estabilidad asintética y la eslabllldad con respecto a las pertur-
baciones de accién constante son propiedades si no coincidentes, al
menos muy cercanas.

Ejemplo I. ¢Es estable con respecto a las perturbaciones de accién cons-
tante la solucién trivial x=0, y==0 del sistema de ecuaciones

de g2y ys,

ai =Y

dy 2 3
E_"’b x — y2,

donde a y b son constantes?

Una funcién de Liapunov que satisface todas las condiciones del teorema
de Malkin es v=>b2x?-}-a2y2.

Por lo tanto, el punto de reposo x=:0, y=0 es estable con respecto a las
perturbaciones de accién constante.

Ejemplo 2. Analizar si es estable o no el punto de reposo
x,=0(=1,2, ...,n) del sistema

n
dx; ,
d—t‘: E @ xi+ R (E, x15 Xa0 .. %) ((=1,2, ..., 1) (4.32)
i=1

con respecto a las perturbaciones de accion constante, si todas las a;; son cons-
tantes, y la R; satisfacen las condiciones del teorema de Liapunov, pag. 227
es decir,

-——+a
IR/l < 2 x, , >0, ¥ es una constante, y todas las raices de la

ecuacion caracterlstlca del sistema de primera aproximacion son diferentes
y negativas.
En la pag. 228, después del cambio de variables que reduce la parte lineal
de la ecuacién (4.32) a la forma candnica, fue indicada la funcién de Liapunov
n

v= Z ! que satisface todas las condiciones del teorema de Malkin. Por con-
i=1

siguiente, el punto de reposo x;=0(i=1, 2, ..., n) es estable con respecto a las

perturbaciones de accién constante
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El mismo resultado se puede obtener si se considera que las partes reales
de todas las raices de la ecuacion caracteristica, entre las cuales puede haber

miltiples, son negativas, s6lo que en este caso la eleccién de la funcién de
Liapunov se complica mucho.

EJERCICIOS DEL CAPITULO 4

1. Analizar la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0, del sistema

dx
e 9y — 5
i 2x — 3y - x5,
dy o
a4 = =y
2. Analizar la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0, z=0 del sistema
dx dy dz
TR A H—t—x-}-y—3z, BZ—-x—Sy—Bz.

3. ¢Para qué valores de a el punto de reposo x==0, y=0, z=0 del sistema
ti{-—ax dy~a —2 d—g—az —x es estable?
G T T g T ;

4. ;Para qué valores de o el sistema

dx

uagi — x5
pT; Y-+ ax—x5,
dy 5
a- Y

tiene punto de reposo x=0, y=0 estable?
5. ¢A qué limite tiende la solucién de la ecuacién diferencial

Voo b, <00

cuando p—»0, p >0, £ > 1?
6. ¢A qué limite tiende la solucion de la ecuacién diferencial

p‘;—:———x—t—{—S, x(2)=5, cuando p —0, p >0, £ > 2?

7. Analizar la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0 del sistema de
ecuaciones

dx

— = y——

a7 x+te cos y,
dy _

a-t—_3x y—seny.

8. ¢Es estable con respecto a las perturbaciones de accién constante la solu-
cién x=0, y=0 del sistema de ecuaciones

dx 5
P — 2y —xb,
fi—y=5x—y5?

dt
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9. ¢Es estable la solucién x=0 de la ecuacién
%+ 5%+ 2x + 20x = 0?
10. ¢Es estable la solucién x==0 de la ecuacién
‘% 4-5x+6x4x=0?
11. ¢Que clase de punto de reposo x=0, y=0 tiene el sistema de ecuaciones
%:x—}—ﬁiy. j—ty=5x~—y?

12. Determinar la solucién peri¢dica de la ecuacién ;4—2x'+2x=sent e
investigar su estabilidad.

13. X+ 2x+5x-3x=cos f ¢Es estable la solucién periddica de esta ecuacion?
14. Analizar la estabilidad del punto de reposo x=0, y=0 del sistema de
ecuaciones

x=1P+25, y=x3+iP
15. Analizar la estabilidad de las soluciones del sistema de ecuaciones
x=3y—2x+el,
y=5y—4y+2.
16. Investigar la estabilidad de la solucién trivial de la ecuacién
%+ 2% +3x 47 sh x=0.
17. Analizar la estabilidad de la solucién trivial de la ecuacién
x4 (@ —1) x4+ (4 —a2) x=0,

donde a es un parametro.
18. Determinar si es estable o no la solucién x=0, y=0 del sistema

x=3y—x3, y=—4x—348

bajo perturbaciones de accién constante.
19. Determinar si es estable o no la solucién trivial del sistema

X (t)=AX (1),
donde X (f) es un vector del espacio tridimensional, y

120
' A={011].
131
20. Investigar la estabilidad de las soluciones de la ecuacién
X445+ 5x=".
21. Analizar la estabilidad de las soluciones de la ecuacién
% +9x=sent.

22, x+x=cos ¢, Hallar la solucién periédica e investigar su estabilidad.
23. Hallar la regién de estabilidad de

x+ax—+ (1 —a) x=0.
24. x+x+a%x+50x=0. Hallar la regién de estabilidad.



CAPITULO 5

Ecuaciones en derivadas parciales
de primer orden

1. CONCEPTOS GENERALES

Como ya fue sefialado en la introduccién (pag. 12), se llaman
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales a aquéllas en las que
ias funciones desconocidas son funciones de mas de una variable
incependiente. .

Muchos fenémenos fisicos se describen mediante ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales. La ecuacién

ou\ 2 Ju\2 Ju\2
()" + () (2] =m0
describe la propagacion de los rayos luminosos en un medio no
homogéneo con indice de refraccion n (x, y, 2); la ecuacion

ou a2 02
or 7 ox?
describe la variacién de la temperatura de una barra; la ecuacion
%u a2 o%u
oz Y oxe

es la ecuacion de las oscilaciones de una cuerda; a la ecuacién de
Laplace
d2u | O*u | O%u
ox2 oy T 922

=0

la satisface el potencial del campo ei1 las regiones que no contienen
cargas, etc.

En este capitulo estudiaremos brevemente sélo los métodos de
integracion de las ecuaciones en derivadas parciales de primer or-
den, cuya teoria estd estrechamente ligada a la integracion de
ciertos sistemas de ecuaciones ordinarias.

Las ecuaciones en derivadas parciales de orden mayor, que se
integran por métodos completamente distintos, son tratadas en otro
libro de esta serie.

Consideremos algunos ejemplos sencillos.
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Ejemplo I.

0z (x, y) __
o0x =y+x

Integrando respecto a x, obtenemos
xz
26 Y =xy+5+¢ 1)

donde ¢ (y) es una funcidn arbitraria de y.
Ejemplo 2
02z (x, y)

Rz(x y)_ i | _
3% 37 =0, o bien = f =0.

9 (92
ox | dy
dz
9y
bitraria de y. Integrando ahora respecto a y, se obtiene

Integrando respecto a x, obtenemos =— =@ (y), donde ¢ (y) es una funcién ar-

z= S ¢ (9)dy+@ (%),
donde @, (x) es una funcién arbitraria de x. O bien, designando

S ¢ (v) dy=e: (1),
tendremos finalmente
2(x, Y= (X)-rp2(y),

donde @, (y), en virtud de la arbitrariedad de ¢ (y), es también una funcién
arbitraria derivable de y.

Los ejemplos expuestos nos sugieren que la solucién general de
una ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden
depende de una funcién arbitraria; la solucién general de una
ecuacion de segundo orden, de dos funciones arbitrarias, y la solu-
cion general de una ecuacién de p-ésimo orden, probablemente
dependera de p funciones arbitrarias

Estas consideraciones son ciertas, pero deben ser precisadas.
Para ello, formulemos el teorema de S.V. Kovalévskaia sobre la
existencia y unicidad de la solucion de una ecuacién en derivadas
parciales.

Teorema 5.1 (teorema de Kovalévskaia). Existe una solu-
cion analitica dnica en un entorno del punto Xy, Xy, .-, Xu de
la ecuacion

9tz =f <x‘ X X,,2 -ai 92

0'\'"17 X1y Aoy o0 vy Apy &y dxl ’ ()x'f y e
S0Ptz 9z Q2 0 ‘&) (A)
DTt 0xy? 0x10%:° gxl’ Tk )

resuelta con respecto a una de sus derivadas de orden mayor, que
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satisface las condiciones:

para x= x5, €8 Z2=@q(Xy, X3, - .., X,),
P12 :

o a—x’l’“l =Qp_1(Xs, X, - s X,),

si las funciones @o, @y, ..., 9,y Son analiticas en un entorno del

punto inicial Xy, Xs9, - .., Xno, Y [ €s funcion analitica en un entorno
de los valores iniciales de sus argumentos, Xy, Xogy - - -3 Xpgs 20=

= Qg (X0, X300 - +» Xno)s

0z arz 0%g,
) =@ (Xgy + s Xng)s vo s (] = =5
<0x1)0 (Pl( 20 "0) <‘3Xr’;>o ( 0xh >xi=xi,’

La solucién se determina fijando las funciones iniciales g,
@1, - --» §,_1. Al variar dichas funciones arbitrariamente en la clase
de las funciones analiticas, obtenemos un conjunto de soluciones
analiticas de la ecuacién original (A), que depende de p funciones
arbitrarias.

Omitimos la demostraciéon de este teorema, que exige la apli-
cacion de la teoria de las funciones analiticas.

02
az..—_:(pl(xz, X3, ...,xn), ..

§ 2. ECUACIONES LINEALES Y CUASILINEALES
EN DERIVADAS PARCIALES DE PRIMER ORDEN

Se denomina ecuacién lineal no homogénea o ecuacion cuasilineal
de primer orden en derivadas parciales, a la ecuacién de la forma

0z 0z
Xy (g, Xg0 ooy X Z)G—XI—I-Xz(xn Xgy ooy Xy 2)6724—

oo X, (X, Xey o, Xy, z)gx—znzl(xl, KXoy o ooy X 2). (5.1)

Esta ecuacién es lineal con respecto a las derivadas, pero puede
ser no lineal con respecto a la funcién desconocida z.
Si el segundo miembro es idénticamente nulo y los coeficientes X;
no dependen de z, la ecuacion (5.1) se llama lineal homogénea.
Para mayor claridad en la interpretacion geométrica, estudiemos
primero la ecuacién cuasilineal con dos , variables independientes:

Py, DFE+Q0 4, D5 =R, 4, 2) (5.1)

Se considerarda que las funciones P, Q@ y R son continuas en la
regién considerada de variacién de las variables, y que no se
anulan simultaneamente.

Consideremos el campo vectorial continuo

F=P(x,y 2)i+Qx 4, 2)j+R (x, y, 2) k,
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donde i, j y k son vectores unitarios dirigidos por los ejes de
coordenadas.

Las lineas vectoriales de este campo (es decir, las lineas cuyas
tangentes tienen en cada punto una direccién que coincide con la
del vector F en dicho punto) se determinan de la condicién de
paralelismo entre el vector t=idx -+ jdy + kdz, dirigido por la tan-
gente a las lineas buscadas, y el vector
F del campo:

dx dy  dz
P(x,y9,2) Q(x,49.2) R(x,y, 2"

Las_superficies formadas por lineas
vectoriales o, mas exactamente, las su-
periicies que contienen enteramente a las
lineas vectoriales que tengan al menos
un punto comiin con ésta, se llaman su-
perficies vectoriales (fig. 5.1).

Es evidente que las superficies vec-
toriales se pueden obtener considerando Fig. 5.1
el conjunto de puntos que pertenecen a & o
una familia monoparamétrica de lineas vectoriales escogida arbi-
trariamente, que depende en forma continua del parametro. La su-
perficie vectorial se caracteriza por que el vector N que tiene la
direccion de la normal a la superficie, es ortogonal al vector F del
campo en todo punto de ésta: .

(N-F)=0. (5.2)

Si la superficie vectorial se determina por la ecuacién z = f (x, y),
entonces el vector N es igual a

0z, Oz,
N=~i+ a—yl—k,
y la condicién (5.2) toma la forma ;
0 a
P(x,4,2) 5+ Q% 4, Dz, =R(x, 4, 2). (5.3)

Si la superficie vectorial se da mediante la ecuacion u (x, y,2)=0
y, por consiguiente, el vector N =%i+%j+ g—’;k, entonces la
ecuacién (5.2) toma la forma

Pm%a%+wa6%+Rw%a%=a (5.4)

Por consiguiente, para hallar las superficies vectoriales hay que
integrar la ecuacién cuasilineal (5.3), o la ecuacién lineal homo-
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génea (5.4), seglin se busque la ecuacion de las superficies vecto-
riales en forma explicita o implicita.

Como las superficies vectoriales pueden formarse por lineas
vectoriales, la integracion de la ecuacién (5.3) (6 (5.4)) se reduce
a la integracion del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de las lineas vectoriales.

Escribamos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
las lineas vectoriales:

dx __dy dz
Px,y2) Qx, 92 R(xy 2" (5.9)

Sean P, (x, ¥, 2)=:¢; ¥ o (¥, y, 2) =c, dos primeras integrales
independientes del sistema (5.5). Tomemos arbitrariamente de la
familia dependiente de dos parametros de lineas vectoriales
P, (%, ¥y, 2)=¢1, P, (x, Y, 2) = ¢y, llamadas caracteristicas de la ecua-
ciéon (5.3) (6 (5.4)), una familia monoparamétrica, estableciendo
una dependencia continua cualquiera @ (c,, ¢,)== 0 entre los para-
metros ¢, y c,. Eliminando los parametros ¢, y ¢, del sistema

P(x, g, 2) =0 o lx, Y, 2)==0y D {6y, 65) =0,
obtenemos la ecuacién buscada de las superficies vectoriales:

D (, (%, ¥ 2), b2 (¥, 4, 2)) =0, (5.6)

donde @ es una funcion arbitraria. Con esto hemos hallado la
ecuacién cuasilineal (5.3) que depende de una funcién arbitraria.

Si se exige hallar no una superficie vectorial arbitraria del
campo

F=P(x,y, 2)i+Q(x,y,2)j—R(x,y, 2)k,

sino la superficie que pasa por una linea dada, determinada por
las ecuaciones @, (x, y, z2)==0y @, (x, y, z) =0, entonces la funcion
® en (5.6) ya no sera arbitraria, sino que se determinara elimi-
nando las variables x, y y z del sistema de ecuaciones

@, (v, y, 2)=0, D,(x,y, 2)=0,
Yy (X, Y, 2)=¢1, Py (X, Y, 2) =0y,

las que deben satisfacerse simultineamente en los puntos de la
linea dada ®, =0y ®,=0, por la cual se trazan las caracteristicas,
determ’lnadas mediante las ecuaciones ), (x, y, 2) = ¢y, Py (X, ¥, 2) = C,.

Obsérvese que el problema queda indeterminado si la linea
dada @, (x, y, 2) =0, D,(x, y,2)=:0 es caracteristica, ya que en
este caso esta linea se puede incluir en diferentes familias mono-
paramétricas de caracteristicas, obieniendo asi diferentes curvas
integrales que pasan por dicha linea.
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De este modo, la integral de la ecuacidn cuasilineal
i Jdz dz
P(x,y,2)5.+Q(x v, Z)Fy'”R (x, y, 2)

dependiente de una funcion arbitraria, puede obtenerse por el
método siguiente: se integra el sistema auxiliar de ecuaciones
dx N dy - dz
P(x,y,2) Qv y, 2 R(x 4 2
y, hallando dos primeras integrales independientes de éste:

Yo (X, 4, 2) =0y, (X, Y, 2) =0,
se obtiene la integral buscada en la forma @ (\, (x, ¥, 2),¥, (%, y, 2)=0,
donde @ es una funcién arbitraria.

La ecuacion de la superficie integral de la misma ecuacién
cuasilineal que pasa por una linea dada, determinada por las
ecuaciones M, (x, y, 2)=0 y D, (x, y, 2)=0, se puede hallar tomando
la funciéon @ mencionada mas arriba no en forma arbitraria, sino
determinando @ (¢4, ¢,) por eliminacién de x, y y z de las ecuaciones

Bux, =0, Bur, 5, 2)=0,
Yo(x, 4, 2)=c1, (X, 4, 2) =0y,

a resultas de lo cual se obtiene la ecuacion @ (cy, c,)=0, y la
integral buscada sera @ (Y, (x, y, 2), P,(x, y, 2))=0.

Ejemplo 1. Determinar la integral de la ecuacion
9z, 9z _,
dx ' dy
que depende de una funcién arbitraria.
El sistema auxiliar de ecuaciones es
dx=dy=dz.

Sus primeras integrales tienen la forma x—y=c¢;, z—x=c,. La integral de la
ecuacion original es ® (x—y, z—x)==0, donde @ es una funcién arbitraria, o en
forma resuelta con respecto a 2z, z==x-4 ¢ (x—y), donde ¢ es una funcién deri-
vable arbitraria.
Ejemplo 2. Hallar la superficie integral de la ecuacién
00
Jy Yox~=
que pasa por la curva x=0, z=y2.
Integremos el sistema de ecuaciones

dx dy dz

de donde z=c¢;, x2+y2=1¢,. Eliminando x, y v z de las ecuaciones
X2hyt=c,, z=0, x=0, z=47
obtenemos ¢; =c,, de donde z==x2+4y2.
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Ejemplo 3. Hallar la superficie integral de la misma ecuacion

0z 0z
X (E —Y 5;6 =
que pasa por la circunferencia
: z=1, x*4y2=4 (5.7)

Puesto que la linea dada (5.7) es vectorial (caracteristica), el problema es
indeterminado. En efecto, cualquier superficie de revolucion z=® (x2+4-y2),
cuyo eje de rotaeién coincida con el eje Oz, es superficie integral de la ecua-
cién considerada. Evidentemente, existe un conjunfo infinito de tales superficies,
que pasan por la circunferencia (5.7), por ejemplo, los paraboloides de revolucién
z=x24y2—3, dz=x2+y?, z=—x2—y?2 45, la esfera x24y2422=75, etc.

Si la ecuacion de la curva por la cual se exige trazar la superficie integral
de la ecuacion (5.1;) se da en forma paramétrica:

Xo=Xp (S), Yo=1Yo (S)! 2p=2,(s), (B)
entonces es también conveniente buscar la solucion en forma paramétrica:
x=x(t,s), y=y(t s), z=z(,s).

Introduzcamos un pardametro ¢ en el sistema (5.5) que determina las caracteris-
ticas, haciendo
dx dy dz

Pty Qw42 R(x9.2
Para que las caracteristicas pasen por la curva dada, se busca la solucién del
sistema (5.5;) que satisface, para =0 (6 #=¢,), las condiciones iniciales:
x=x9(s) Y=yo(s) 2=12¢(s).
Para estas condiciones iniciales y para s fija, obtenemos una caracteristica que

pasa por un punto fijo de la curva (B). Cuando s es variable, obtenemos la
familia de caracteristicas

x=x(t,8), y=y(t, s), z=z(¢, ), ©)

que pasan por los puntos de la curva dada (B) (en este caso se considera que
la curva dada (B) no es caracteristica). El conjunto de puntos que pertenecen
a esta familia de caracteristicas {(C) forma precisamente la curva iniegral buscada.
Ejemplo 4.
0z 0z

ox 0y
Hallar la superficie integral que pasa por la curva x,=s, yy=s2?, z,=s3.
El sistema de ecuaciones que detirmina las caracteristicas tiene la forma

dx= —dy=dz=dt.

dt. (5.5,)

1.

Su solucion general es

x=t-4c, y=—t+cy,, 2z2=t4c;.
Las constantes arbitrarias se determinan mediante las condiciones iniciales,
y obtenemos por tiltimo
x=t+s, y=—t-4s2, z=i4s%

Pasemos ahora al caso de n variables independientes. Es natu-
ral esperar que el esquema indicado mas arriba para el caso tridi-
mensional se pueda generalizar también al caso (n+ 1)-dimensio-
nal.
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Comencemos analizando la ecuacién lineal homogénea

0z 0z
Xy (X, Xgy -0 o, xn)a—)ﬁ+X2(xl, Xy vy x,,)(E+...
0z
v+ X, (2, X, ...,xn)a=0, (5.8)
donde las funciones continuas X;(xy, %,, ..., X,) no se anulan si-

multdneamente en ningin punto de la regién considerada y tienen
derivadas parciales acotadas en dicha region.

Formemos el sistema de ecuaciones auxiliar
; dxy . dx, . . dx, (5.9)

X1 F %2 - %)y Xa (s Xor oo %) X (s Ka o oos Kp)s? N

el cual satisface las condiciones del teorema de existencia y uni-
cidad bajo las limitaciones indicadas mas arriba.

Hallemos n—1 primeras integrales independientes del sistema

(5.9):

Y1 (Xg, Xy <oy Xp) =0y
Yy (X1, Xgy ooy Xy) =Cy,
‘pn—l(xl’ X2v R} xn) =Cp_1-
En el espacio con coordenadas x;, x,, ..., x,, este sistema de

integrales determina una familia de lineas, dependiente de n—1
parametros, llamadas caractaristicas de la ecuaciéon (5.8). Demos-
tremos que el primer miembro de cualquier primera integral
P (xy, Xgy - .., x,)=c del sistema (5.9) es solucién de la ecuacién
lineal homogénea inicial en derivadas parciales (5.8).

En efecto, a lo largo de cualquier curva integral del sistema
(5.9) la funcién ¢ es Pp=rc. Por lo tanto, a lo largo de cualquier
curva integral se tiene

dxpzizzlg—j%dxizo. (5.10)

Pero a lo largo de una curva integral del sistema (5.9) las dife-
renciales dx; son proporcionales a las funciones X;. En consecuen-
cia, en virtud de la homogeneidad con respecto a dx; del primer

miembro de la identidad

o L.
i2=1 ax; dx; =0,
las diferenciales dx; pueden ser sustituidas por las magnitudes X,
proporcionales a éstas, resultando asi que a lo largo de las curvas
integrales del sistema (5.9)

n

Y X x,=o. (5.11)

=195
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Las curvas integrales del sistema (5.9) pasan por cada punto
del campo de variacion considerado de las variables x, x,, ..., x,;
por otro lado, el primer miembro de la identidad (5.11) no depende
de las constantes ¢, ¢,, ..., ¢,_, Yy, por lo tanto, no cambia al
pasar de una curva integral a otra. Por consiguiente, la indenti-
dad (5.11) se cumple no sélo a lo largo de una curva integral, sino
en toda la region considerada de variacién de x,, x,, ..., x,; estosig-
nifica precisamente que la funcién ¥ es solucion de la ecuacion original

4 0z
glx, 5= 0
Es evidente que @ (P, ¢,, ..., $,_,)=c, donde @ es una fun-
cion arbitraria, es primera integral del sistema (5.9), puesto que
a lo largo de una curva integral del sistema (5.9) todas las fun-
ciones Py, ¥,, ..., ¥,_; se transforman en constantes; por lo tanto,
D (Py, sy -+, P,_,) también se transformara en una constante a
lo largo de una curva integral del sistema (5.9). Esto significa
que z== D (P, Py, ..., P,_;), donde @ es una funcién derivable
arbitraria, es solucién de la ecuacién lineal homogénea (5.8).
Demostremos que

2=D Py (xy, -y )y Yo (g, o )y ey Pl (K Xn))
es solucion general de la ecuacién (5.8).

Teorema 5.2. z=® (Py, §,, ..., P,_,), donde O es una funcion
arbitraria, es solucion general de la ecuacion

n
0
;;IX“ (Y1, Xoy - v ey x,,)(%zo, (5.8)

o0 sea, una solucion que contiene sin excepcion a todas las soluciones
de esta ecuacion.

Demostracidn. Supongamos que z=1{(x;, X, ..., X,) es
cierta solucion de la ecuacién (5.8), y demostremos que existe una
funciéon @ tal que §— @ (P, ¥,, ..., P,_,).

Como ¥ y ¥, §,, ..., P,_; son soluciones de la ecuacién
(5.8 , entonces n o |
lzzJIXi axl =
r'l‘ 0Py __
EXiG =0
Q x. M. (5.12)
= o
n
' v O, -
X‘ .Il 1 _0
=1 ! dxi J
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Considerando a (5.12) como un sistema lineal homogéneo de n

ecuaciones con respecto a X,({=1, 2, ..., n) y observando que
este sistema lineal tiene solucion no trivial en cada punto x;, x,,
.., X, de la regiéon considerada, debido a que X;(xy, Xo, ..., X,)

por hipdtesis no se anulan simulldneamente, llegamos a la conclu-
sion de que el determinante de este sistema

A L Ay
5}“1— az P (j—/{n-
Ny O My
dx;  Oxa 77 0x,
0, Oy, AR
(‘E:'; axz e ?(”
()IP,, -1 a'q"n -1 alpu -1
dxy ox, 77 Ox,
es idénticamente nulo en la region considerada. Pero el hecho de
que el jacobiano de las funciones ¥, ¥, ¥,, ..., P,_, sea idénti-
camente nulo, indica que existe una dependencia funcional entre

estas funciones:
F (b, b1 %o -0y $,0)=0. (5.13)
En virtud de la independencia de las primeras integrales
P, (X1, Xy o0, X)) =¢; (i=1,2, ..., n—1) del sistema (5.9), por
lo menos uno de los menores de (n— 1)-ésimo orden del jacobiano
D, i §20 - Yu1)

D (xy, Xa, X3, ..., Xp)

de la forma
D (lpl? "‘l}?‘ vy wn—])

D(xal, Xy oo xan_l)

es diferente de cero. Por lo tanto, la ecuacién (5.13) se puede
escribir en la forma

$=@ (1, bys -y Puoa)-

Ejemplo 5. Integrar la ecuacién

<
3 v 22 =o0. (5.14)
i=1 axl‘
El sistema de ecuaciones que determina las caracteristicas tiene la forma
dx, dx, _dx,
Xy X _7'.‘_)‘;: ’

Las primeras integrales independientes de este sistema serén:



256 Capitulo V. Ecuaciones en derivadas parciales de primer orden

La solucion general de la ecuacién original
X1 X Xn.1
=0 (2, =2, ..., 2=
Xy Xp Xp
es una funcién homogénea arbitraria con grado nulo de homogeneidad.
El teorema de Euler sobre las funciones homogéneas afirma que las fun-
ciones homogéneas con grado nulo de homogeneidad satisfacen la ecuacién con-

siderada (5.14); ahora hemos demostrado que sélo las funciones homogéneas con
grado nulo de homogeneidad poseen esta propiedad.

La ecuacién lineal no homogénea de primer orden
€ 0z
2 X (g, gy s K D) e =L Fy ey X D) (B15)
1=

donde todas las X; y Z son funciones con derivadas continuas que
no se anulan simultaneamente en la regién considerada de varia-
cion de x;, X5, ..., X,, 2z se integran por reduccién a una ecuacién
lineal homogeénea.

Con este fin, al igual que en el caso de tres variables, es sufi-
ciente buscar la solucién z de la ecuacién (5.15) en forma impli-
cita:

U(Xyy Xgy -y X, 2)=0, (5.16)
donde %—Z#O.

En efecto, considerando que la funcién z=2z(xy, x5, ..., X,) se
determina de la ecuacién (5.16) y derivando la identidad

u(xly x2; ’--1xn) Z(xl’ x2’ RS ] n))EO

con respecto a x;, se obtiene

ou  uoz g
Ox; ' 0z0x;
de donde
ou
dz c’P_x,‘
% T ow
9z
0z

Susfituyendo el valor hallado de o en (5.15), multiplicando por

du PO . .
—5 ¥ trasladando todos los términos al primer miembro de la
ecuacién, obtenemos l!a ecuacion lineal homogénea

n

O du du
zlxi(xl, Xoy ey Xy z)a’_—+2(xl, Koy « ooy Xpy 2) ~0—z———0, (6.17)
1=

a la cual debe satisfacer la funcién u, sin embargo, sélo bajo la
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suposicion de que z es funcién de x;, x,, ..., x,, determinada
por la ecuacién u(xy, x,, ..., X, 2)=0.

De esta manera, hay que hallar las funciones u que transfor-
men la ecuacion lineal homogénea (5.17) en una identidad, debido
a la ecuacién

u(xy, Xo -vvy X, 2)=0.

Hallemos primero las funciones « que transformen (5.17) en
una identidad cuando las x;, x,, ..., x,, z varien en forma inde-
pendiente. Todas estas funciones u son soluciones de la ecuacién
homogénea (5.17) y pueden ser halladas por el método ya conocido:
se escribe el sistema de ecuaciones que determina las caracteris-
ticas

dxy . dx, _
X1 (X1 Xoy ooy Xy 2) Xo(Xqy Xy vvvs Xy 2) 0
dx, dz
o= = ; 5.18
Xp (X1, Xgy ooy X 2) Z(Xyy Xgy oo vy Xy 2) ( )

se hallan n primeras integrales independientes de este sistema:

Py (Xy, Xy ooy X, 2)=0y,
'lp2 (xlv x27 cer Ny 2)202’
P, (X1, X9y -0y X,y 2)=Cp5

entonces la solucién general-de la ecuacién (5.17) tiene la forma

u:q)(lpl’ ‘pz’ B} 'll?,,)

donde @ es una funcién arbitraria.
La solucién z de la ecuacién (5.15), dependiente de una funcién
arbitraria, se determina de la ecuacion

U(Xy, Xgy oo ey X, 2)=0, 0 bien @ (P, Py, ..., P,)=0.

Pero, aparte de las funciones halladas por este método, pueden
haber soluciones z que se determinen de la ecuacion u(xy, X,
vy X, 2)=0, donde la funcién u no es solucién de la ecuacion
(56.17), y la transforma en una identidad solo debido a la ecuacién
u(xy, Xoy ..., X,, 2)=0. Estas soluciones se denominan especiales.
En cierto sentido las soluciones especiales no son muchas; éstas
no pueden formar incluso familias monoparamétricas.
En efecto, si las soluciones especiales formaran una familia
monoparamétrica, y se determinaran por la ecuacién

U(Xyy Koy ovvy Xy 2)=0C, (5.19)
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siendo ¢ un parametro, ¢, <<c<Cc,, la ecuacion (5.17) deberia trans-
formarse en una identidad debido a la ecuacién (5.19) para cual-
quier ¢. Pero como la ecuacion (5.17) no contiene ¢, no puede con-
vertirse en identidad debido a la ecuacién (5.19), que contiene c,
y por lo tanto debe ser una identidad con respecto a todas las
variables x;, X,, ..., X,, 2, que varian en forma independiente.

La tltima afirmacién posee una interpretacion geométrica simple.
Al decir que (5.17) se reduce a una identidad debido a la ecuacion
u(xy, Xy, ..., X, 2)=0, afirmamos que dicha reduccién se realiza
en los puntos de la superficie u =0, pero puede no reducirse a una
identidad en otros puntos del espacio xy, x,, ..., X,, 2. Si, en
cambio, la ecuacion (5.17), que no contiene ¢, se transforma en
una identidad debido a la ecuacién wu==c, siendo ¢ un parametro
que varia en forma continua, entonces esto significa que (5.17) se
reduce a una identidad en todas las superficies u—~=c¢, ¢, <<c<<¢y,
que no se cortan y que llenan cierta parte D del espacio x,
Xg, -..» X, 2. Por consiguiente, la ecuacién (5.17) se transforma
en una identidad en la region D cuando las x;, X5 ..., X,, 2
varian en forma independiente.

En problemas concretos generalmente se exige buscar la solu-
cién de la ecuacién (5.15) que satisface ademas ciertas condiciones
iniciales y, como hay relativamente pocas soluciones especiales en
el sentido seflalado mas arriba, sélo en casos completamente ex-
cepcionales éstas satisfaran las condiciones iniciales impuestas, y
por ello sélo raramente hay que tomarlas en cuenta.

Ejemplo 6. Integrar la ecuacién

s 0z
Elxi %, =P% (5.20)
donde p es una constante.
El sistema de ecuaciones
do _do __dx, _dz
xn  ox x, pz

tiene las siguientes integrales independientes:
X1 C X Xp-1
=0, =0y ey 2 =Ch s
xll n xll

Por consiguiente, la solucién z de la ecuacidén inicial se determina por la ecua-

cion
Xy Xa Xp—1 2
o B, L )
Xy Xp Xn Xn
de donde

Xy Xy Xp—1
z=xhp (—, =, ..., 21,
Xn  Xn Xn
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De este modo, la solucion es una funcién homogénea arbitraria de p—ésimo
grado de homogeneidad.

Se puede demostrar que la ecuacién (5.20) no tiene integrales especiales.y
que, por lo tanto, el teorema de Euler sobre las funciones homogéneas es rever-
sible: a la ecuacion (5.20) la satisfacen sélo funciones homogéneas con grado p
de homogeneidad.

El concepto de caracteristica se generaliza a los sistemas de ecuaciones
cuasilineales del siguiente tipo especial:

d a

p (xv Yy, u, U)a—f:+Q (xo Y, U, v)({';:Rl (xv Y, u, U), (D)
dv d

P54yt 0) b Q (5 4, 4 0) Go=Re (6, 4, 4, ).

Se denominan caracteristicas de este sistema a las lineas vectoriales del
campo vectorial en el espacio de cuatro dimensiones

F:P(x' Y, u, U) |+Q (x' Y, u, v)j+R1 (xs Y, u, U) kl'i‘R2 (x' Yy, u, U) k'zr

donde i, j, k; y ks son vectores unitarios dirigidos respectivamente por los ejes
de coordenadas Ox, Oy, Ou y Ov.
Las caracteristicas se determinan por el sistema de ecuaciones

dx dy du dv

pamng = = . E
P e Qo ywd) Rt 6o Rl g0 (E)
El sistema de ecuaciones (D) en forma vectorial tiene la forma
(F-N)=0 y (F-N,)=0,
ou - Ou- A\ [ dv
donde N; y N, son vectores con coordenadas <&, (Ty‘ —1, 0) y ((Tc’

du
dy’ _
sionales buscadas, u=u(x, y) v v=uv{x, y) respectivamente.

Por io tanto, desde el punto de vista geométrico la integracion del sistema
(D) se reduce a la busqueda de dos superficies cilindricas tridimensionales
u=u(x, y) y v=v(x, y), cuyas normales sean ortogonales a las lineas vecto-
riales en los puntos de interseccion de las superficies.

Es evidente que esta condicién se cumple si la superficie bidimensional S
que es, en general, ia interseccién de las superficies tridimensionales cilindricas
u=u(x, y) y v=uv(x, y) esta formada por lineas vectoriales, ya que estas lineas
estaran contenidas simultineamente en las superficies u=u(x, y) y v=v(x, y)
y, por consiguiente, seran ortogonales a los vectores N; y N, Tomando
dos primeras integrales cualesquiera independientes con respecto a u y v,
Dy (x, y, u, v)=0y Dy (x, y, u, v)=0 del sistema (E); en otras palabras, tomando
dos superficies vectoriales tridimensionales, obtenemos en su interseccién, en
general, una superficie bidimensional S formada por lineas vectoriales. En
efecto, si cierto punto pertenece simultaneamente a las superficies vectoriales
Dy (x, g, 4, v)=0 y My(x, y, u, v)==0, entonces también 1a linea vectorial que
pasa por este punto estard contenida en cada superficie.

Resolviendo el sistema de ecuaciones ®y (x, y, u, v)=0 y My (x, y, u, v)=0
con respecto a u y v, obtenemos las ecuaciones de dos superficies cilindricas
tridimensionales u=u (x, y) y v=v(x, y), cuya interseccién es la misma super-
ficie bidimensional S, compuesta por lineas vectoriales. En consecuencia, lgs
fqncilones u=u(x,y) y v=v(x, y) halladas seran soluciones del sistema ori-
ginal.

0, —1), dirigidos segiin las normales a las superficies cilindricas tridimen-
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La solucién del sistema (D) que depende de dos funciones arbitrarias se
puede hallar aplicando el mismo método, pero tomando las primeras integrales
del sistema (E) en la forma maés general: )

cpl (‘pl (x’ Y, u, 'U), w? (xv Y, u, U)' ws (X, Y, U, U)):O, (F)
Oy (1 (%, ¥s 4, V), a2 (xy 45 4, V), Py (x, 4y 1, 0))=0,
donde Py (x, y, u, v), Py (x, Y, u, V) y P5(x, y, u, v) son primeras integrales inde-
pendientes del sistema (E), y @, y ®,, funciones arbitrarias (véase la pag. 254).

Las ecuaciones (F), si las funciones compuestas ®; y @, son independien-
tes con respecto a « y v, determinan las soluciones u (x, y) y v (x, y) del sistema
(D) como funciones implicitas de x e y, que dependen de la eleccion de las
funciones arbitrarias @; y @,.

§ 3. ECUACIONES DE PFAFF

En el § 2 hemos considerado dos problemas que surgen de

modo natural al estudiar el campo vectorial continuo

FZP(x» Y, Z)i'“:"Q(X7 Y, Z)i +R(X, Y, Z)k
Estos fueron los problemas sobre la determinacién de las lineas
vectoriales y de las superficies vectoriales.

Casi con la misma frecuencia surge el problema sobre la deter-
minacién de la familia de superficies U (x, y, 2) =c, ortogonales a
las lineas vectoriales. La ecuacion de estas superficies tiene la forma
(F.t)=0, siendo ¢ un vector contenido en el plano tangente a las
superficies buscadas:

t=idx+4jdy+kdz

o, en forma desarrollada,
P(x, y, 2)dx-} Q(x, y, 2)dy+-R(x, y, 2)dz=0. (5.21)

Las ecuaciones de la forma (5.?1) se denominan ecuaciones de Pfaff.
Si el campo F=Pi+ Qj+ Rk es potencial:

- ir p=J9Y _9u _.9U
F=gradU, es decir, P=--, Q= 3y R=—-,
las superficies buscadas son superficies de nivel U (x, y, z)=c de
la funcién potencial U. En este caso, la determinacién de éstas no
representa dificultad, puesto que

(x, ¥, 2)
U= ( PdviQdy+Ra,
(X0 Yo 20)
donde la integral curvilinea se toma por cualquier camino entre el
punto fijo escogido (x,, y,, 2,) y el punto con coordenadas varia-
bles (x, y, 2), por ejemplo, por la linea quebrada compuesta por
segmentos de recta paralelos a los ejes de coordenadas.
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Si, en cambio, el campo F no es potencial, en ciertos casos se
puede escoger un factor escalar p(x, y, z), luego de multiplicar al
vector F por el cual el campo se haga potencial.

Si este factor existe, entonces uF =grad U, o bien

p__ 90U oUu R ou
=5 pQ = dy ’ pho=5
por lo tanto,

OWP) _0(Q) 0o(nQ) __9d(mR) 9(uR) _ 9 (pP)

dy Jx ' 0z dy ' Ox dJz ?

o bien

P _0_1iQa_pat)

dy Ox  pu ox dy )’

Q R 1 o o

gz dy "F( 9y W)’

R_op_1(po_pa)

ox 0z p 0z ox )"
Multiplicando la primera identidad por R, la segunda por P, la
tercera por Q y sumandolas miembro a miembro, se obtiene la
condicién necesaria de existencia del factor integrante p:

oP  0Q\ , p[8Q OR dR 0P\ _
R(G—5)+P(E—5)+e(F-5)=0
o bien (F-rot F)==0, donde el vector rot F—el rotacional del
campo—se define por la igualdad

rot F= (%“%) P+ <g—§—%\>_j.+ <S_S—g—5> -

Si esta condicién, llamada condicién de integracion total de la
ecuacion (5.21), no se cumple, entonces no existe ninguna familia
de superficies U (x, y, z)=c ortogonales a las lineas vectoriales
del campo F(x, y, 2).

En efecto, si tal familia U(x, y, z)=c existiera, el primer
miembro de la ecuacién (5.21) podria diferenciarse de

au , au au
s6lo en cierto factor p(x, y, z), el cual seria precisamente factor
integrante de la ecuacidn (5.21).

De esta manera, para la existencia de la familia de superficies
U(x, y, z)=c, ortogonales a las lineas vectoriales de! campo F,
es necesario que los vectores F y rot F sean ortogonales, es decir,
que (F-rot F)=0,
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Observacién. La condicién (F-rot F)=0 es llamada tam-
bién condicién de integracion de la ecuacion de Pfaff Pdx--Qdy +
-+ Rdz=0 mediante una sola relacion U (x, y, z)==c.

A veces se exige determinar no las superficies ortogonales a las
lineas vectoriales del campo F, sino las lineas que poseen dichas
propiedades; en olras palabras, hay que integrar la ecuacion de
Pfaff no mediante una, sino mediante las dos relaciones

U,(x, 4, =0 y U,(x, y, 2)=0. (5.22)

Para hallar estas lineas, se puede dar arbitrariamente una de las
ecuaciones (5.22), por ejemplo,

Uix, y, 2)=0 (5.23)

y eliminando de la ecuacion (5.21), mediante la (5.23), una de las
variables, por ejemplo z, se obtiene una ecuacién diferencial de
la forma

M (x, y)ydx-+-N(x, y)dy-=0,

integrando la cual se hallan las lineas buscadas en la superficie
U,(x, y, 2)=0 elegida arbitrariamente.

Demostremos que la condicién (F-rot F)-=0 es no solamente
necesaria, sino también suficiente para la existencia de la familia
de superficies ortogonales a las lineas vectoriales.

Obsérvese que en las superficies buscadas U (x, y, z)=¢, la
ecuacion

Pdx+-Qdy--Rdz=0

debe reducirse a una identidad, o bien, lo que es lo mismo, en
estas superficies la integral curvilinea

(Pdx+Qdy+Rdz (5.24)
L

debe ser igual a cero por cualquier camino (entre ellos también
por caminos no cerrados).

Consideremos todas las superficies rotacionales posibles, o sea,
las superficies vectoriales del campo rot F. Es evidente que en
virtud del teorema de Stokes es

S Fdr — SS rot F.ndo,

¢ D
donde dr=idx-+ jdy+ kdz y la integral (5.24) por cualquier camino
cerrado en una superficie rotacional es igual a cero (ya que el
producto escalar del vector unitario de la normal n a la superfi-
cie y del vector rot F es igual a cero). Tomemos ahora aquellas
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superficies rotacionales en las que todas las integrales
(Far={Pdax—Qdy+Rdz
L L

sean iguales a cero también por caminos no cerrados. Para cons-
truir una de estas superficies, que pase por un punto dado

Fig. 5.2

M (%o, Yo, 2,), se traza por M alguna linea ortogonal a las lineas
vectoriales del campo F. Estas lineas se determinan por la ecuacion

Pdx—+Qdy +Rdz=0, (5.21)

a la cual se le agrega la ecuacién™z=f(x, y) de la superficie
arbitraria que pasa por el punto M (lo mas frecuente es tomar la
ecuacién de esta superficie en la forma z=f,(x) 6 z=f,(y), 0 ain
en la forma z=a, donde a es una constante). Sustituyendo z=:f(x, y)
en (5.21), obtenemos una ecuacién ordinaria de la forma

M(x, y)dx+ N (x, y)dy=0.

Al integrar ésta, considerando la condicion inicial y(xg)=y,, se
obtiene la curva ! buscada que pasa por el punto M(x,, Yo 2) ¥
es ortogonal a las lineas vectoriales (fig. 5.2).

Si esta linea no es linea rotacional *), trazando por cada punto
de / una linea rotacional, obtenemos la superficie S buscada, orto-
gonal a las lineas vectoriales del campo F.

En efecto, tomando cualquier curva no cerrada L en la super-
ficie S (fig. 5.2) y trazando lineas rotacionales por sus puntos
frontera hasta que se corten con la curva [ en los puntos p; y ps,

*) Se llaman lineas rotacionales a las lineas vectoriales del campo rot F (N.de
la Red.).
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obtenemos una curva cerrada, formada por el segmento de la linea [,
determinado por los puntos p, y p,, la curva L y las dos lineas
rotacionales.

La integral curvilinea Sde+Qdy+Rdz, tomada sobre esta
C

curva cerrada C, es igual a cero, puesto que el contorno esta con-
tenido en la superficie rotacional; ademas, la misma integral,
tomada sobre el segmento de arco [ y sobre los segmentos de las
lineas rotacionales, es igual a cero, puesto que el arco / y las
lineas rotacionales son ortogonales a las lineas vectoriales del
campo F (las lineas rotacionales son ortogonales a las lineas vec-
toriales del campo F debido & la condicién (F.rot F)=0). Por lo

tanto, la integral SdeJery—}—Rdz, tomada por un camino no

L
cerrado L escogido arbitrariamente es igual a cero, es decir, la
superficie S es la superficie integral de la ecuacidén (5.21) que pasa
por el punto dado M.

Este método de demostracién de que la condicién (F.-rot F)=0
es suficiente para la existencia de una familia de superficies or-
togonales a las lineas vectoriales del campo F, da a la vez un
camino—aunque no el mas corto—para hallar estas superficies.

Ejemplo 1.
2dx+(x—y)dy+2ydz=0.

La condicion §F~rot F)=0, donde F=zi+(x—y) j+ 2y k, no se cumple;
por consiguiente, la ecuacion considerada no se inftegra mediante una sola
relacién.

Ejemplo 2.

(6x+ y2) dx - (x2—2y) dy + (xy + 22) dz =0.

Como rot F=0, donde F={(6x-yz)i4 (xz—2y)j+ (xy+22)k, entonces
F =grad U, siendo

(x, 4, 2)
U= S (6x+ y2) dx 4 (xz2 —2y) dy 4 (xy + 22) dz.
(0, 0, 0) '
Tomemos como camino de integracién una linea quebrada con segmentos para-

lelos a los ejes de coordenadas. Integrando, obtenemos U =3x2—y2| 224 xyz;
por lo tanto, la integral buscada sera

3x?—yrl-224-xyz=c.
Ejemplo 3.
yzdx+2xz2dy+xydz=0,
F =yzi -+ 2x2j+4-xyk, rot F= —xj-zk.
La condicién de integrabilidad (F-rot F)=0 se cumple. En cualquier super-

ficie, por ejemplo en el plano z=1, hallemos las curvas ortogonales a las lineas
vectoriales:

z2=1, ydx+4+2xdy=0, xy?=a.
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Tracemos por las curvas de la familia 2=1, xy?=a, las superficies rota-
cionales, para lo cual se integra el sistema de ecuaciones de las lineas rota-
cionales

dx dy dz
T "5 YT k2=
Eliminando x, y y z de las ecuaciones z=1, xy?=a, y==c,, x2=c,, obtenemos

€, =a. Por lo tanto, la integral buscada de la ecuacion original tiene la forma
xy?z=a.

Observacidn. Otro método utilizado comiinmente para inte-
grar la ecuacién de Pfaff

Px, y, 2)dx--Q(x, y, 2)dy+ R (x, y, 2)dz=0 (5.21)

consiste en considerar al principio a z (o a otra variable) constante
e integrar la ecuacion ordinaria
P(x, y, 2)dx+Q(x, y, 2)dy=0, (5.25)
en la que z hace las veces de parametro.
Luego de obtener la integral de la ecuacidn (5.25)
Ux, y, 2)=c(2) (5.26)
en la cual la constante arbitraria puede ser funcién del parametro z,

se toma c(z) de manera que se satlsfaga la ecuacion (5.21). Deri-
vando (5.26), se obtiene ,

de%-—gy—dy—;— [a—u—c (z)]dz— (5.27)

Los coeficientes de las diferenciales de las variables en las ecua-
ciones (5.21) y (5.27) deben ser proporcionales

ou ou ou

R
P Q R
au ou ,
o 4@ .
De la ecuacién 5= B se puede determinar ¢’ (2), puesto

que se puede demostrar que al cumplirse la condicién (F-rot F)=0
esta ecuacion contiene sélo z, ¢'(2) y U (x, y, 2)=c(2).

§ 4. ECUACIONES NO LINEALES DE PRIMER ORDEN

Consideremos primeramente el caso en que la funcién buscada
depende de dos variables independientes. Las ecuaciones en deriva-
das parciales de primer orden con tres variables tienen la forma

F(x, y, 2, p, =0, (5.28)
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donde
0z 0z

Pgr 97 54-

La ecuacién diferencial (5.28), en cada punto (x, y, 2) de la
region en que varian los tres primeros argumentos, establece una
dependencia ¢ (p, q) = 0 entre los niimeros p y g, los cuales determinan
la direccion de la normal N(p, ¢, —1) a las superficies integrales
z2=2z(x, y) buscadas de la ecuacion (5.28).

2]

Fig. 5.3

De este modo, la direccion de la normal a las superficies in-
tegrales buscadas en cierto punto (x, y, z) no se determinan exac-
tamente, sino que sélo se obtiene una familia monoparamétrica de
las direcciones admisibles de las normales, mas exactamente, cierto
cono de direcciones admisibles de las normales N (p, ¢, —1), donde
p y g satisfacen la ecuacion ¢(p, ¢)=0 (fig. 5.3).

Por consiguiente, el problema de la integracion de la ecuacién
(5.28) se reduce a hallar las superficies 2z ==z (x, y), cuyas normales
posean en cada punto una de las direcciones admisibles del cono
de normales en dicho punto.

Partiendo de esta interpretacion geométrica, indiquemos un mé-
todo de determinacion de la integral de la ecuacién (5.28) depen-
diente de una funcién arbitraria, si se conoce su integral
D(x, y, 2z, a, b)==0, que dependa de dos parametros a y b.

La integral ®(x, y, 2z, a, b)=0 de la ecuacién (5.28) que de-
pende de dos constantes arbitrarias independientes a y b, se llama
integral completa o total.

Como la ecuacion diferencial original (5.28) impone limitaciones
sélo a la direcciéon de las normales a las superficies integrales
buscadas, entonces cada superficie cuya normal coincida con las
normales a las superficies integrales en los mismos puntos, sera super-
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ficie integral. En consecuencia, las envolventes de una familia depen-
diente de uno o de dos parametros de superficies integrales seran
también superficies integrales debido a que la normal a la envolvente
coincide con la normal a una de las superficies integrales de la
familia que pasa por dicho punto.

La envolvente de la familia de superficies integrales dependiente
de dos parametros, bajo la hipdtesis de la existencia de derivadas

o Jb o

parciales acotadas Y 5; que no se anulen simultanemente,

y de la existencia de las derivadas% y %, se determina por
las ecuaciones
oo oD
CD(X’ yy Z, a’ b):(), W:O, '_a‘b—:O. (5.29)

Eligiendo arbitrariamente de la familia de superficies integrales
D(x, y, 2z, a, b)=0, que depende de dos parametros, una familia
monoparamétrica, para lo cual se considera a b como funcién de-
rivable arbitraria del parametro a, y hallando la envolvente de
la familia monoparamétrica ®(x, y, 2z, a, b(a))=0, obtenemos
también una superficie integral. La envolvente de esta familia
monoparamétrica, bajo la hipétesis .de la existencia de derivadas
acotadas de la funcion ® respecto a todos sus argumentos, y de
ob  od on
w0 oy Y o
se determina por las ecuaciones

que las derivadas no se anulen simultaneamente,

d
D, y, 2, a, b(@))=0 y {D(x, y, 2, a, b(a)}=0,
o bien
O, y, 2, a, b@)=0 y 420 @)=0. (5.30)

Estas dos ecuaciones determinan un conjunto de superficies inte-
grales que dependen de la eleccion de la funcion arbitraria b = b (a).
El hecho de que las ecuaciones (5.30) contengan una funcion arbitra-
ria, claro esta, no da derecho a afirmar que las ecuaciones (5.30)
definen el conjunto de todas las superficies integrales de la ecuacion
original (5.28) sin excepcion; por ejemplo, este conjunto no contiene,
en general, la superficie integral determinada por las ecuaciones (5.29).
Pero de todos modos, como las ecuaciones (5.30) contienen una
funcién arbitraria, esto ya permite, por lo general, obtener la
superficie integral que satisfaga las condiciones iniciales de Cauchy
dadas (véase la pag. 247).

De este modo, conociendo la integral completa, ya se puede
construir una integral que dependa de una funcién arbitraria.
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En muchos casos la determinaciéon de la integral completa no
presenta dificultad alguna, por ejemplo:

1) Si la ecuacién (5.28) tiene la forma F(p, ¢)=0, 6 p=q(q),
entonces haciendo g=a, donde a es una constante arbitraria, obte-
nemos

p=¢(a), dz=pdx+qdy=9¢(a)dx-ady,
de donde
z=¢(a)x-tay+0b,
es la integral completa.
2) Si la ecuacion (5.28) puede reducirse a la forma ¢, (x, p) =

=@, (y, q), entonces haciendo @,(x, p)=¢,(y, g)=a, donde a es
una constante arbitraria, y resolviendo (si es posible) con respecto

a py g, obtenemos p=1y,(x, @), ¢=1y,(y, a),
dz=pdx<-gdy =9, (x, a)dx-i-p, (y, a)dy,
Z=S¢1(x, a)dx+5wz(y, a)dy+b,

que es la integral completa.
3) Si la ecuacién (5.28) tiene la forma F(z, p, q)=0, entonces
haciendo z=2z(u), donde u=ax--y, obtenemos

/ dz dz\
F \2, aEI; s @') =0.
Integrando esta ecuacién ordinaria, se obtiene z=®@ (u, a, b) siendo
b una constante arbitraria, o bien
2=0(ax+y, a, b),

que es la integral completa.
4) Si la ecuacién (5.28) tiene forma parecida a la de la ecua-
cion de Clairaut:
z=px+qy+o(p, q)
entonces, como no es dificil comprobar por sustitucién directa, la
integral completa es

z=ax+by+¢(a, b).

Ejemplo 1. Hallar la integral completa de la ecuacién p:Sq".
g=a, p=23a3, dz=3a%dx+ady,
z=23a%x+ay+>.
Ejemplo 2. Hallar la integral completa de la ecuacién pg=_2xy.

£=2—y=a, p=ax, q:%y, dz:axdx—f—%gdy,

ax® | y?
Z=—g +=b.
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Ejemplo 3. Hallar la integral completa de la ecuacién 23 = pg2

dz dz

z2=2z(u), donde u=ax+y, p=ag-. 4=q-"
1

3 -

2=a <%j> , 0 bien j—j:alz, donde ay=a 2,

In|z|=au+Inb, z=>be"",

X
“(%)
Zr_.be .
Ejemplo 4. Hallar la integral completa de la ecuacién

2=px+qy+p*+q*
La integral completa es

z=ax-+by+t+a2-}-b%

En casos mas complejos se aplica uno de los métodos genera-
les de determinacién de la integral completa de la ecuacion

F(x, y, 2, p, 9)=0.

El mas simple, desde el punto de vista de la idea en que esta
basado, es el método de Lagrange y Sharpy. Por este método, para
la ecuacion

F(x, y, 2z, p, 9=0, (5.28)
se escoge la ecuacién
Ux, y, 2, p, 9)=a (5.31)

de manera que las funciones p=p(x, y, 2, a) y g=4g(x, y, 2, Q)
determinadas del sistema de ecuaciones (5.28) y (5.31) nos lleven
a la ecuacion de Pfaff

dz=p(x, y, 2, a)dx+q(x, y, 2, a)dy, (5.32)

integrable mediante una sola relacién. Entonces la integral
@ (v, y, 2, a, b)=0 de la ecuacién de Pfaff, donde b es una cons-
tante arbitraria que aparece al integrar la ecuacion (5.32), sera la
integral completa de la ecuacién (5.28). La funcién U se determina
de las condiciones de integracion de la ecuacién (5.32) mediante
una sola relacién:

(F-rotF)=0, donde F=p(x, y, 2, a)i+q(x, y, 2, a)j—K,

es decir, en forma desarroliada, de la ecuacion

i , 0
pR_ g% % %y (5.33)
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terminadas por el
Derivando con

oF |
Frian
oU .
e
de donde

o _
ox

Anélogamente,

determinando ?3 ,

I _
ay

OF dp | OF dq
Op ox ' 9g dg dx
ou op - U 9q
Op 0x ¥ 0q ox

D(F, U)
D (p, x)

D, ¢

D (F, U)
D (y, q)

D(p, 9

T D, U)

D(F, Uy "

y 5, se calculan derivando las identidades

0.\

o | (5.34)

g se consideran como funciones de x, y y 2 de-
sistema (5.34).

respecto a x, se obtiene

=0,
=0,

derivando la ecuacion (5.34) con respecto a y y
obtenemos

Derivando (5.34) con respecto a z y resolviendo con respecto a

—— y a =, tendremos

ap

dq

a—zz

F e

D(F, U)
Dz, q)
D(F, U)”’
D, 9
D (F, U)
D2
D(F, U) "

D(p, q9)

Sustituyendo las derivadas calculadas en la condicién de integra-

se considera diferente de cero, se tendra

JF oU oF oU dF oU
(Fw—7m) t(Fe
[OF oU  oF aU oF oU
Fa—aa)t (FH—

D(F, U)
D(p, 9)

, el cual

oF oU
~5 %)+
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o bien

o ox "ag oy \Pop 9% )0z

OF , OF\OU _(0F U

—_<W Poz)op (0yj~q5;)ﬁ_0' (5.35)

Para determinar la funcion U se obtuvo la ecuacion lineal

homogénea (5.35), que se integra por el método sefialado en el § 2
de este capitulo: se escribe la ecuacion de las caracteristicas

OF oU | 0FOU+< OF | OF\oU _

de  dy dz B dp . dg
oF ~or ~oor or o, or~ ar or %)
Jap dq p dp 9 dq ox "Paz dy

se halla por lo menos una primera integral del sistema (5.36)
Uilx, 4, 2, p, @)=

y, si las funciones F y U, son independientes con respecto a p y

g, o sea, si DD(fp U‘)#O la primera integral U,(x, y, 2, p, q)

sera la solucién buscada de la ecuacion (5.35).
Por lo tanto, determinando - p=p(x, y, 2, @) y g=4g(x, y, 2, a)
del sistema de ecuaciones

F(x, 4,2, p, 9=0
Uiix, y, 2, p, 9)=a
y sustituyéndolas en
dz=p(x, y, z, a)ydx+q(x, y, 2, a)dy,

se obtiene una ecuacién de Pfaff, integrable mediante una sola
relacion, resolviendo la cual se halla la integral completa de la
ecuacién original

D(x, y, 2z, a, b)=0

Ejemplo 5. Hallar la integral completa de la ecuacién

yzp>—q==0. (5.37)
E! sistema (5.36) tiene la forma
B P S dg
2pyz T 2ptyz—q  ypd T zpi+ypig”
Utilizando la ecuacién original simplificamos el denominador de la tercera razén,
y cbtenemos la combinacion integrable ¢fz = df de donde
pyz Py
p=2. (5.38)

2
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De las ecuaciones (5.37) y (5.38) se halla p:%,q:a—}/, de donde
dz :%dx J,—%gdy. Multiplicando por 2z e integrando, se halla la integral
completa de la ecuacion original 2z?=2ax-+a2y?-+b.
Conociendo la integral completa ®(x, y, 2, a, b)=0 de la
ecuacion
F(X’ Y, 2 p, q):O
se puede, en general, resolver el problema inicial fundamental
(véase la pag. 247), y atn el problema mas general de hallar la
superficie integral que pase por la curva dada
x=x(8), y=y(t), z=2(t). (5.39)

Determinemos la funcién b=5(a) de manera que la envolvente
de la familia monoparamétrica

D(x, y, 2, a, b(a))=0 (5.40)
determinada por las ecuaciones (5.40) y
ob b, .

55 T 0 (@=0 (5.41)

pase por la curva dada (5.39).
En los puntos de la curva dada las ecuaciones (5.40) y (5.41)
se transforman en identidades con respecto a ¢:

D(®) y(0), 2(2), a, b(a)=0 (5.42)
y
oD (x (2), y(&), z(), a, b AW (x (1), y(f), 2(8), a, b '
(. 9@ 2 (0. @ bla) | 906 () g2 @ b@y oy (5,43

Sin embargo, seria muy dificil determinar la funcién b=b(a) de
estas ecuaciones. Es mucho maés simple determinar esta funcién a
partir del sistema (5.42) y de

a0, an ab _,
T X O+ Gy 0+ 52 (=0, (5.44)
o, en forma compacta,
(N-t)=0,
donde t es el vector tangente a la curva dada
x=x(t), y=y(t), z=2(¢) (5.39)

y N, el vector normal a la superficie ® =0 y, por lo tanto, a la
envolvente buscada en los puntos correspondientes. La condicién
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(5.44) es geométricamente evidente, ya que la superficie buscada
debe pasar por la curva dada y, por consiguiente, la tangente a
esta curva debe estar contenida en el plano tangente a la super-
ficie buscada.

Ejemplo 6. Hallar la superficie integral de la ecuacién z:px%—qy—%—g‘g

que pase por la curva y=0, z=x2
La integral completa de la ecuacién (véase el caso 4 en la péag. 269) tiene

ab . o
la forma z=ax--by+ T La ecuacion de la curva dada se puede escribir en

forma paramétrica: x=¢, y=0, z=1¢2.
Para determinar la funcién b=0b(a), escribimos el sistema de ecuaciones

(5.42) v (5.44) que, en el caso dado, tienen la forma {2=at —}—% y 2{=a, de

donde b= —a, z:a(x——y)—(};. La envolvente de esta familia se determina
por las ecuaciones
a2
z=a(—y— 7
y }
/x—y—-;—:o.

Eliminando a se obtiene z=(x—y)2.

Si el sistema (5.36) (pag. 271) se integra facilmente, entonces
para resolver el problema generalizado de Cauchy es muy util el
método que se expone a continuacion, llamado método de las ca-
racteristicas o de Cauchy.

La superficie integral z=1z(x, y) de la ecuacion

F(x, 4, 2, p, 9)=0
que pasa por la curva dada
Xo=%0(8), Yo="Yo(8), 20=2,(5)

se puede, al igual que para la ecuacién cuasilineal (véase la pég.
252), imaginar formada por puntos pertenecientes a cierta familia
monoparamétrica de curvas, llamadas caracteristicas,

x=x(t, s), y=y(t, s), z=2z(t, s),

donde s es el parametro de la familia.

Primero se halla una familia de caracteristicas que dependa
de varios parametros y después, trazando las caracteristicas que
pasen por los puntos de la curva

Xo=%(5), Yo="1o(8), 2p=120(8)

y satisfaciendo ademas otras condiciones, se obtiene una familia
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monoparamétrica de curvas, en las cuales se puede considerar a s
como parametro:

x=x( 8), y=y(¢, s), 2=z(¢, s)
(fig. 5.4). El conjunto de puntos pertenecientes a estas curvas

forma la superficie integral buscada. En esto consiste, en rasgos
generales, la idea del método de Cauchy.

T=I(1s)
J=y0s)
z=2(4s§)

Sea z=2z(x, y) la superficie integral de la ecuacién

F(x, y, z, p, 9=0. (5.45)
Derivando la identidad (5.45) con respecto a x y a y, obtenemos
. . d ad
Fx"Tsz_i—Fpaﬁi_!‘an%:O’
L0 0
Fy+qF, +F, 3+ F,5=0,
. dg _dp
o bien, como %=y
L dp, .0
Fo+Fp+ FPTI;Tan_Z:O’
| o . g (5.46)
Fy'l— qu‘,—Fpa_;‘r‘an‘!‘/:O‘

Las ecuaciones de las caracteristicas para el sistema de ecuaciones
(5.46), cuasilineal con respecto a p y ¢, donde z se considera fun-
cion conocida de x e y, tienen la forma (véase la pag. 259)

de _dy _ _dp _ __d9
Fp Fr] Fy+pF, Fy+qF, dt. (547)
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Como z esta relacionada con p y ¢ mediante la ecuacion

dz = pdx -- qdy, (5.48)
entonces a lo largo de una caracteristica sera
d d
S Z Y pF, - gF,,
o bien
dz
T4, =di, (5.49)

lo cual da la posibilidad de completar el sistema (5.47) con una
ecuacién mas, la (5.49).
De esta manera, bajo la hipdtesis de que z=2z(x, y) es solu-

cion de la ecuacion (5.45), se llega al sistema

dx d_y dz dp _ dg n

Fp Fq pr—t—(]F Fx‘i‘sz__ Fy’f‘sz_dt' (550)
De las ecuaciones (5.50)se puede, sin conocer la solucién z==z(x, y)
de la ecuacién (5.45), hallar las funciones x=ux(¢), y=y(¢),
z=2z(t), p=p() y g=q(t), es decir, se pueden hallar las curvas

x=x(t), y=y(t), z=2(1),

llamadas caracteristicas, y determinar en cada punto de la carac-
teristica los nimeros p=p(f) y ¢g=¢q(f) que determinan la direc-

cién del plano
Z—z=p(X—x)FqY —y). (5.51)

Las caracteristicas, conjuntamente con el plano (5.51), tomado
en cada uno de sus puntos, se llama banda caracteristica.

Demostremos que la superficie integral buscada de la ecuacidén
F(x, y, z, p, g)=0 se puede formar por caracteristicas.

Obsérvese ante todo que a lo largo de una curva integral del
sistema (5.50) la funcién F conserva su valor contante,

F(x, y, 2z, p, 9 =¢

en otras palabras, la funcién F(x, y, 2, p, g) es primera integral
del sistema (5.50).
En efecto, a lo largo de una curva integral del sistema (5.50) es

d - dy . dp
d‘gF(X,!/,Z,P,Q)“‘ ‘\dtl ydt-det}det qut_

:Fpr ". Fqu:Fz(pr_E_qu)_Fp(Fx *I_sz)—Fq(FquFZ)EO;

por lo tanto, a lo largo de una curva integral del sistema (5.50)
sera

F(x, y, 2, p, q)=c, donde c¢=F(xy, Yo, 20, Por Go)-
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Para que a lo largo de las curvas integrales del sistema (5.50)
se satisfaga la ecuacion F(x, y, z, p, q)=0 es necesario escoger
los valores iniciales x4(S), ¥o(S), 2,(S), Po(S) V go(s) de manera que
satisfagan la ecuacion

F(xO’ y()y 2()3 po, qo):0

Integrando el sistema (5.50) para valores iniciales x,= x,(s),

Yo=Y,(8), 29=29(S), Po==Po(S) Y Go=qo(s) que satisfagan la ecua-
cion F (X, Yo» 20, Po» Go)=0, se obtiene x=x(t, s), y=y(t, s),
z=2(, s), p=p(t, s)y g=q(t, 9). o
Para s fijo, tendremos una de las caracteristicas
x=x(, 8), y=y(t, s), z=2z(t, s)
variando s, se obtiene cierta superficie. En cada punto de ésta,
para p=p(t, s) y g=g(¢, s) la ecuacion F(x, y, z, p, g)=0 se
satisface, pero hay que verificar ademéas si se cumple que p:-g)-zc
y g= —Z o, lo que es lo mismo, si se cumple que dz= pdx-|- qdy,

0 b1en

lo cual equivale a las dos condiciones
Pt =0 5.5
PEH IO (5.53)

La segunda ecuacion se transforma, evidentemente, en una iden-
tidad, puesto que al formar el sistema (5.50) ya se exigié que a
lo largo de una caracteristica se cumpla que dz = pdx +gdy. A pro-
posito, es facil comprobar esto también directamente, si se toma
en cuenta que, en virtud del sistema (5.50),

dz
pr_ Fq) a—t:prhlEqF
Jdx ay dz

dy dz
en lugar de — 5ot Y o

X
<hemos escrito — T @ Y @

que s se considera fija).

Para que se satisfaga la ecuacién (5.52) es necesario establecer
ciertas limitaciones més a la eleccion de los valores iniciales x,(s),
Yo (), 25(8)s Po(S) ¥ go(s). En efecto, designemos

0 0 0
PHTI— 5=V (5-54)
y demostremos que U==0, si el valor inicial es U|,_,=0, de

en (5.50), ya
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donde se deducird que si ias funciones iniciales
X0 (), Yo(8), 2y(S)s Po(S), Go(S)
se toman de manera que

Po (8) X4 (8) -+ 4 ($) o () —2; () =0,

entonces serd U =0 para todas las ¢.
Derivando (5.54) con respecto a ¢, se obtiene

oU _dpox 02x ,6q()y+ Py ﬂ
= tas T Paas T ot os T 9ai0s o105 -

Tomando en cuenta el resultado de la derivacion de la identidad
(6.53) con respecto a s: .
dp 0x aq 6_1/ Py 0z
Fsa TP asat s T4 9501 H_O’

tendremos
QU dpdx , dg0y Opdx dqdy

o TatosTaias asor 95 o
o bien, debido a la ecuacion (5.50),

oU , a ) )

o= —(F, —sz)a—"—w +aF) 5 —Fy e —F 5=
- dq

- < "'0s+ y0s+F25§lFPds ‘an‘s>“‘

/ 0x , 0Oy Oz 0
der 05—3?) 03{} F.U=—FJU,

puesto que F=:0 y, por consiguiente, la derivada parcial total
57 {F}=0. De la ecuacién

ou :
5 = —F.U (5.55)
t
—szdt
se hallaque U=Uge ° . Por lo tanto, si U,=0, entonces U =0,

lo cual, dicho sea de paso, también se deduce de la unicidad de
la solucién U=0 de la ecuacién lineal (5.55) que satisface la
condicién Ul,_,=0.

De este modo, al integrar la ecuacién

F(x, y, 2, p,q)=0 (5.49)

con las condiciones iniciales x,=x4(s), Yo=140(S) y 2o=2,(s), por
el método de Cauchy, deben determinarse las funciones py,=p,(s)
Y §o=qo(S) de las ecuaciones

Fxg(8), 90(5), 20(5), Po(s), 3o(s)=0
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y
Po (8) X0 (8)+ G (8) Yo (8)— 25 (5) =0
y luego integrar el sistema de ecuaciones

de _dy _ dz _ _dp _ __dg 4 5.50
Fp—_i“q—pr»E—qu Fy+pF, F,--qF, (©-50)

con las condiciones iniciales: para ¢==0 debe ser
x=x,(8), Y= 1Yo(S) 2=2(S), P=po(S), §=qy(5).
Las tres funciones
x=ux(t, s), y=y(t, s), z=z(¢, s)

de la solucién del sistema (5.50) dan en forma paramétrica la
ecuacion de la superficie integral buscada de la ecuacién (5.45).

Todo lo que acabamos de exponer se generaliza facilmente para
las ecuaciones no lineales en derivadas parciales con un nimero
arbitrario de variables independientes

F(xy, Xa0 ooy X2, Py Pov o5 Pu) =0, (5.56)
donde
dz .
pf:ﬁxif (i=1, 2, ..., n).

Se exige determinar la superficie integral n-dimensional
2=2(X;, Xy, ..., X,) de la ecuacién (5.56) que pase por una su-
perficie (n—l)-dimensional dada:

Xig=Xp,(S1, Soy -+, Su_q) (i=1, 2, ..., n), (5.57)
29g=:2¢(51, Sgy -y Sp_1)-

Supongamos por ahora que son conocidos los valores iniciales
de las funciones

Pio="Pio(S1» Sa» --.» Sp_q) (i=1,2, ..., n) (5.58)
entonces, integrando el sistema auxiliar de ecuaciones

dx, _dxy _dx,  dz -

F, F, T F, & -

P 2 n

g ! .Zp,'F,,i
i=1
—— g 4P 5.5
Fe+pF, 777 Fxn+pan_dt (5-59)
con condiciones iniciales (5.57) y (5.58), se obtiene

X;=x:(t, sy, Sgy v vy sn—l)’
2=2(t, Sy, Sy ..y Sy_yh (i=1,2, ..., n). (5.60)

pi:pi(t» sl’ SQv R ] sn—l)'
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Para s,, s,, ..., s,_ fijas, las ecuaciones (5.60) determinan en
el espacio con coordenadas x,, x,, ..., x,, z ciertas curvas, lla-
madas caracteristicas. Para cada punto de éstas estan determinados
ademas los numeros p;= p;(¢, Sy, Ssy ..., S,_1), que determinan la
direccion de ciertos planos

n
Z—z= ;}lp[ (X;—x,). (5.61)
Las caracteristicas, conjuntamente con los planos (5.61), forman
las llamadas bandas caracteristicas.
Al variar los parametros s, S,, ..., S,_, se obtiene una fami-
lia, que depende de n—1 parametros, de caracteristicas

Xp= X (f, Syy v vvy Su_y)y 2=2(f, Sty .-, Su1)s

que pasan por la superficie (n—1)-dimensional dada (5.57).
Demostremos que para una eleccién determinada de las fun-
ciones

piU:piO(Slv Soy vy Su—l) (l:l’ 2’ DRI n)

los puntos pertenecientes a las caracteristicas de la familia (5.60)
forman la superficie integral n-dimensional buscada. Por lo tanto,
hay que demostrar que para una eleccion determinada de las fun-
ciones p;o(Sys Sa» - -» S,_1), S€ra:

1) F(x (f, Sty - vy Spop)s vy Xu(E, S1y ooy Sp_i)s
Z(t, Syy +vvs Sy1)y P1(E, Sy oy Suc1)s v Pulls Sps oo ey S,.1) =0,
2) piz(g% (=1, 2, ..., n) o, lo que es lo mismo,
dZ: Zpidxi.
i=1
No es dificil comprobar que la funcién F(x;, %5 ..., X, 2,
Dis Par - .» D) €S primera integral del sistema de ecuaciones (5.59).

En efecto, a lo largo de las curvas integrales del sistema (5.59)es
d
T Fu Yoo s X 2 Py P - P =

" dx dz ¢ dp
=%N'F piad R e }" F 2P —
—_— xi gf | Fz T Pi ;=

i=1 i=1
EZ inFpi"‘:— F, 2‘;1 pint'_,}.l‘t Fp, (F»"é T pin)EO
t=1 L= =

y, por lo tanto, a lo largo de dichas curvas sera
Fxy, Xgy ooy X 2, Prs P - oy Pn) =26,
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donde ¢ es una constante igual a F(xy, Xs0 ---s %400 20> Pios
Paos - -» Pro)-

? Para que) las funciones (5.60) satisfagan la ecuacién (5.56) a lo
largo de las curvas integrales del sistema (5.59), hay que escoger

los valores iniciales p;(s;, Sp, ..., S,_;) de manera que
F(x10(s1, ++ oy Saca)s ooo Xpo(S1s <oy Suon)s Z(S1s -+ vy Suo1)s
P15t - vy Suct)h oes Puo(Sts - vy S,1))=0

Falta comprobar que dz :.2 pdx;, o bien

n

0z ,n ' oz R % Ox; 0x;
gdm—zd—% = ( dt - 2 ds).

i=1 ji=1

\.

Esta identidad es equivalente a las siguientes:

a 5 dx;
=S psl= (5.62)
i=1
y n
2 ox; .
E—YpE=0 (=12 .., a1, (5.63)
i=1

La validez de la identidad (5.62) es evidente, si se toma en cuenta
que, en virtud del sistema (5.59),

~ b
=3 rdn Y S—Fp (i=1,2 ..., n)
(en lugar de & dt y dti escribimos las derivadas parciales, puesto

que en el sistema (5.59) todas las s; se suponian fijas
Para demostrar las identidadas (5.63), validas solo para una

determinada eleccién de las condiciones iniciales p;,(sy, Soy « - -5 Sy_1)s
designemos:
0z “ ax;
=2__ T R - _
Uf_‘ds,- Zp'()s, (i=1,2, ..., n—1).
i=1

Derivando U, con respecto a ¢, se obtiene

au, 922 ° dp; Ox;
o T dtas ; ‘Otds/ Z o1 o5 ° (5.64)

1=1
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Tomando en cuenta el resultado de la derivacion de la identidad
(5.62) con respecto a s,

0%z 0% op; 0x; _
0tds; Z ‘0t05 Z as/ i
i=1
se puede escribir la ecuacién (5.64) en la forma
oU; apl 0x; apt axl
ot —‘“Z ot ds;
i=1

Utilizando el sistema (5.59), se obtiene

ngl FD;+Z (Fx{—i—pl z)GX,

N~ (OF 0x; 6F0p,~) OF 0z OF (92 N~ , Ox\ _
T (6,\:[63]. dp; 0s; ta 0s; 02( pras,)—‘

—

i=1

:i)_sj {F}—F,U,.

La derivada parcial total es %{F}:O, ya que F=0y, por lo
tanto, las funciones U; son solucfones de las ecuaciones lineales

U . e
homogéneas = —F,U; que tienen como solucién f{inica U,;=0,

015
sit Uy 0_0 Por con51gu1ente, si los valores iniciales p,o(sl,
Ses «vy Sy_y) (i=1, 2, ..., n) se toman de modo que U,|;_,=0,
. 0z * 0x; '\ _ .
o bien (a—s}—Zpib?j(/t:o_O (j=1, 2, ..., n—1), entonces

i=1
N ay :
—Lpia—:jfEO (G=1,2, ..., n—1)
i=1

3
y, por lo tanto, en la superficie (5.60) sera dz= p;dx; o sea,
=1
0z

p,-:a—xf =1, 2, ..., n).

De este modo, para hallar la superficie integral de la ecuacion
F(Xy, Xgo -.r Xy» 2, P1» Py ---» Pp)=0 que pase por la super-
ficie (n—1I)-dimensional

x,~0=xm(sl, Soy e uy s,,_]_) (l’—_l, 2, ey fl,),
20=2¢(S1s S -++» Sp1h

hay que determinar los valores iniciales p;(Sy, Sp «++r Sp-1)
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a partir de las ecuaciones

F (x40, X20’ ees Xugr Zoy Pior Paos v +s Puo) =0
0z, ~ ()x,] o . (565)
o

1=1

después de lo cual, integrando el sistema (5.59) (pag. 278) con las
condiciones iniciales:

Xio=Xi0(S1r Sas -+ Sp_1)s
20=25(51y Sar - --s Sy_1) t=1, 2, ..., n),
piozpio(sl’ S‘.” ceey sn—l)

se obtiene:
X;=X;(f, Sy» Sa» -y Sp_1) (iml 2, ..., n), (5.66)
2==2(t, Sy, Sgy + -y Sy_1)s (5.67)
pi=p:(f, Sis Soy ooy Su_y) (i=1,2, ..., ).
(5.66) y (5.67) son las ecuaciones parametrlcas de la superficie
integral buscada. °
Observacidn. Hemos supuesto que el sistema de ecuaciones
(5.65) es resoluble con respecto a p;. y también que el sistema
(5.59) satisface las condiciones del teorema de existencia y unicidad.

Ejemplo 1. Hallar la superficie integral de la ecuacién z=pg que pase
por la recta x=1, z=y.

Escribamos la ecuacién de la recta x==1, z=y en forma paramétrica x,=1,
Yo=S, 2o=s. Determinemos p,(s) v ¢o(s) de las ecuaciones (5.65): s==pyqq,
1—g,=0, de donde p,=s, g,=1. Integrando el sistema (5.59) se obtiene:

dx dy dz dp dq
o S Y P
qg P 29 p g
p=ce!, g=coe!, x=coel Ly, y=cre' 40y, z=0,0pe% +
Tomando en cuenta que para £=0 es
x=—1, y=s, z2=s5, p=Ss, q:],
se obtiene
p=sel, g=el, x=e!, y=se!, z=se,
Por lo tanto, la superficie integral buscada es
x=el, y=sel, z==se!, o bien z=xy.

Ejemplo 2. Integrar la ecuacién 9z 2—'r <(7_z 2:2 con la condicién de
6x) dy

que para x=0 sea z=y, o en forma paramétrica x, =0, yo=s, zo=Ss.
Se determinan py(s) y g, (s):

pe+95=2, 1—go=0,
de donde gy=1, py= + 1.
Integrando el sistema de ecuaciones (5.59):
dr_dy_dz_dp_do_,,
2p 2% 4 0 0
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se obtiene

- p=cCi, =0y x=21tF0¢3, y=20¢+cy z2=4f+4c;;
utilizando las condiciones iniciales py=41, go=1, x%=0, y,=s, z,=s, se
obtiene p=+ 1, g=1, x=+ 2, y=2¢+s, z=4f-4s. Las tres tltimas ecuacio-
nes son las ecuaciones paramétricas de la superficie integral buscada. Eliminando
los parametros ¢ y s, se obtiene z=y 4 x.

En los problemas de la mecénica con frecuencia hay que resol-
ver el problema de Cauchy para la ecuacién

d
254-11(1, X1y Xgr wees Xpy P1o Par oeey Pr)=0, (5.68)

donde piz%, que es un caso particular de la ecuacién (5.56)

(pag. 278). El método de Cauchy—que aplicado a la ecuacién
(5.68) es llamado comtnmente primer método de Jacobi—nos con-
duce al sistema de ecuaciones

de =40 _do_ o _dv,__ dp
o~ oH T TOHT T oH~
apy  Opa 0pn ox,
dps _ ___dp, _ dv
TOHT T TOH T AT oy
0%y 0xp, Zp’dp +6t
=1
de donde
dy; OH dp;  9H .
T @ o (i=1, 2, ..., n) (6.69)
y
dvﬁ_{? oH | v
Al e iop; 'Ot
=1
o bien ,, :
dv <~ 0H

=1
El sistema de 2n ecuaciones (5.69) no contiene v y puede integrarse
independientemente de la ecuacién (5.70). Después de esto, de la
ecuacion (5.70) la funcion v se halla por cuadratura. En esto con-
siste la peculiaridad de la aplicacion del método de Cauchy a la
ecuacién (5.68). Ademas, en el caso considerado no hay necesidad
de introducir un parametro auxiliar en el sistema (5.50), pues este
papel lo puede desempenar con éxito la variable independiente ¢.

EJERCICIOS DEL CAPITULO §

.92 _0z
‘ox dy
dz 0z

. a—x—{—ay=2z.
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3. x(%f}_z.

4 2£—y§—2=0.

5. yg—izz para x=2, z=y.

6. x(%—y(%:z para y=1, 2=23x.

0z 0z . 3
7. yzd—x+0_y_0 para x=0, 2=y3.

©w

. Hallar las superficies ortogonales a las superiicies de la familia z=axy.
. Hallar las superficies ortogonales a las superficies de la familia xyz=a.
0. X dz y 0z 5

EX Y
Ou  Ou  Ou
a—)‘c—f‘@’i“a;—o-

ou du ou
12. Xa+2ya—y+32 6—2—41‘.

11.

2 (x, y)
ox:
0z 0z

— — —_—= = == z
14'6x 2x0y 0 para x=1, z=y2,

15. ¢Es integrable la ecuacién
WP+ 22—xt)dx+xzdy4xydz=0
mediante una sola relacién?
6. Integrar mediante una sola relacién la ecuacion
(y+322)dx+(x+y)dy }-6x2dz=0,
17. Hallar la integral completa de la ecuacién
pq =%y
18. Hallar la integral completa de la ecuacion
2= px-+qy-+ p3q>.
19. Hallar la integral completa de la ecuacién
pq=92%.
20. Hallar la integral completa de la ecuacién
pP=senq.
21. Hallar las superficies ortogonales a las lineas vectoriales del campo vectorial
F=(2xy—3yz)i -4 (x2—3x2) j—2xy k.
22. Hallar la familia de superficies ortogonales a las lineas vectoriales del
campo vectorial

13. 0.

F=Q2x—y)i+QBy—2)j+(x—2y) k.
23. Hallar las lineas vectoriales, las superficies vectoriales y las superficies
ortogonales a las lineas vectoriales del campo
F=xi-}yj—zk.
24, z=pg+1 para y=2, z=2x+1.
25. 2z2=pg—3xy para x=95, z=15y.
26. 4z2=p>+g* para x=0, 2=,



Parte 11

Calculo variacional



Introduccion

Conjuntamente con los problemas en que es necesario determi-
nar los maximos y minimos de cierta funcion z=f(x), con frecu=n-
cia surge en los problemas fisicos la necesidad de hallar los
valores maximos o minimos de un género especial de magnitudes,
llamadas funcionales.

Se llaman funcionales a las magnitudes variables cuyos valores
se determinan mediante la eleccién de una o de varias funciones.

Por ejemplo, la longitud / del arco de una curva plana (o ala-
beada) que une dos puntos dados
A (g o) ¥ B(xy, yy), es una y
funcional (véase la fig. A). La
magnitud [ puede calcularse si
se da la ecuacion de la curva,

Blz, 41

y = y(x); entonces Al 45)
[y 0]={VT+E)dx 2

El area S de cierta superfi-
cie es también una funcional, Fig. A.
puesto que se determina escogien-
do la superficie, es decir, escogiendo la funcién z(x, y) que figu-
ra en la ecuacion z=2z(x, y) de la superficie. Como es sabido,

. _ 4 0z\2 | [0z \2% 4
S[z(x, y)]ig Vo () (&) dray,
donde D es la proyeccion de la superficie en el plano Oxy.

Los momentos de inercia, los momentos estaticos, las coorde-
nadas del centro de gravedad de cierta curva o superficie homo-
génea, son también funcionales, puesto que sus valores se determi-
nan eligiendo la curva o la superficie, es decir, las funciones
contenidas en la ecuacion de dicha curva o superficie.
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En todos estos ejemplos se tiene una dependencia que es ca-
racteristica para las funcionales: a una funcion (escalar o vectorial)
le corresponde un ndmero, mientras que al dar una funcién z = f(x)
a un nimero le correspondia otro niimero.

El cdlculo variacional estudia los métodos que permiten hallar
los valores méaximos y minimos de los funcionales. Los problemas
en que se exige investigar el maximo o el minimo de una funcional,
se denominan problemas variacionales.

Muchas leyes de la mecanica y la fisica se reducen a la afir-
maciéon de que cierta funcional debe alcanzar su minimo o su

maximo en el proceso considerado.
¥ En este enunciado, dichas leyes
reciben el nombre de principios va-

A riacionales de la mecénica o de la

fisica. A dichos principios variacio-

nales, o a sus corolarios mas sim-

ples, pertenecen: el principio de la

accién minima, la ley de conserva-

cion de la energia, la ley de conser-

B vacion del impulso, la ley de con-

z servacion de la cantidad de movi-

0 miento, la ley de conservacién del

momento de la cantidad de movi-

miento, diferentes principios varia-

Fig. B. cionales de la teoria clasica y de

la teoria relativista del campo,

el principio de Fermat en optica, el principio de Castiglianos
en la teoria de la elasticidad, etc.

El céalculo variacional comenzd a desarrollarse en 1696, llegando
a ser una disciplina matemética independiente con métodos propios
de investigacidn después de los trabajos fundamentales del miembro
activo de la Academia de Ciencias de San Petersburgo L. Euler
(1707—1783), quien puede considerarse con pleno derecho el fun-
dador del calculo variacional.

Los tres problemas siguientes ejercieron gran influencia en el
desarrollo del calculo variacional :

Problema de la braquistécrona. En 1696 Iohanis
Bernoulli publicé una carta en la que propuso el problema sobre
las lineas de deslizamiento mas réapido, o braquisiicronas, a la
atencion de los matematicos. En este problema se exige determinar
12 linea que une dos puntos dados A y B, que no pertenecen a
una misma recta vertical, que posea la propiedad de que un pun-
to material se deslice por dicha linea desde el punto A hasta el B
enl el menor tiempo posible (fig. B).
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Es facil ver que la linea de deslizamiento mas rapido no seri
la recta que une los puntos A y B, a pesar de que ésta sea la
distancia mas corta entre dichos puntos ya que al moverse por
esta recta la velocidad aumentard en forma relativamente lenta;
si, en cambio, se toma una curva que baje mas bruscamente cerca
del punto A, entonces, aun-
que el camino se alarga, A2
gran parte del mismo sera
recorrido con mayor veloci-
dad. La solucién del proble-
ma de la braquistécrona fue
dada por 1. Bernoulli, J. Ber-
noulli, G. Leibnitz, I. New- Ly
ton y G. L’Hopital. La linea 0 >
de deslizamiento més rapido
resulté ser la cicloide (véanse
las pags. 311 —312).

Problema de las li-
neas geodésicas. Se pi- Fig. C.
de determinar la linea de
menor longitud que una dos puntos dados en cierta superficie
¢ (x, y, 2)=0 (fig. C). Estas lineas son llamadas lineas geodésicas.
Se tiene aqui un problema variacional tipico sobre el llamado ex-
tremo fijo o condicional. Se pide hallar el minimo de la funcional

X4
=\ VT+y*+2"dx,

Xo

y ademas las funciones y(x) y z(x) deben someterse a la condicién
cp(x y, 2)=0. Este problema fue resuelto en 1698 por J. Bernou--

pero el método general para resolver problemas de este tipo
fue dado recién los trabajos de L. Euler y J. Lagrange.

Problema isoperimétrico. Se pide hallar una linea
cerrada de longitud dada ! que delimite el area maxima S. Esta
_linea, como se sabia ya en la Grecia antigua, es la circunferencia
En este problema se exige hallar el extremo de la funcional S con
una condicion complementaria peculiar: la longitud de la curva
debe ser constante, es decir, la funcional

tl s
1=(y/ xup+y@pd
o
se mantiene constante. Condiciones de este tipo se llaman isope-
rimétricas. Los métodos generales de resolucién de problemas con
condiciones isoperimétricas fueron desarrollados por L. Euler.



290 [ntroduccion

Mas adelante se exponen los métodos de resolucion de diferen
tes problemas variacionales, investigandose sobre todo los extremos
de las siguientes funcionales, que se encuentran con frecuencia en
las aplicaciones:

SIF (x, y(x), ¥'(x)dx,

x(l
Xy

SF(x, y(x)y, y'(x), ..., y™(x))dx,
§F @ i), ooy g0, 1), - Y iy
SfF(x, Yy, z2(x, y), 3—;, (%)dxdy,

D

en las cuales las funciones F estan dadas, y las funciones y(x),
(%), .., yu(x), 2(x, y) son los argumentos de las funcionales.



CAPITULO 6

Método de las variaciones en problemas
con fronteras fijas

§ 1. LA VARIACION Y SUS PROPIEDADES

Los métodos de resolucién de problemas variacionales, es decir,
problemas sobre la investigacion de los maximos y minimos de las
funcionales, se asemejan mucho a los métodos de investigacién de
los maximos y minimos de las funciones. Por esto es conveniente
recordar brevemente la teoria del maximo y el minimo de las
funciones, e introducir en forma paralela conceptos analogos y
demostrar teoremas semejantes para las funcionales.

1. La variable z se llama
funcién de la variable x, lo cual
se designa asi: z=f(x), si a ca-
da valor de x de cierta regién
de variacion de x le corresponde
un valor de z, es decir, tiene
lugar la correspondencia: al nii-
mero x le corresponde el nu-
mero 2z.

Analogamente se definen tam-
bién las funciones de varias
variables.

2. Se llama incremento Ax del
argumento x de la funcion f(x)
a la diferencia entre dos valores
de esta variable: Ax=x—x;. Si
x es la variable independiente,
la diferencial de x coincide con
su incremento, dx= Ax.

1. La variable v se llama
funcional dependiente de la fun-
cion y(x), lo cual se designa asi:
v=v[y(x)], si a cada funcién
y (x) de cierta clase de funciones
y(x) le corresponde un valor v,
es decir, tiene lugar la corres-
pondencia: a la funcién y(x) le
corresponde el nimero v.

Analogamente se definen tam-
bién las funcionales dependientes
de varias funciones, y las fun-
cionales dependientes de funcio-
nes de varias variables.

2. Se llama incremento o va-
riacion 8y del argumento y(x)
de la funcional v([y(x)] a la
diferencia entre dos funciones:
Sy=y(x)—y,(x). Aqui se supo-
ne que y(x) varia arbitraria-
mente en cierta clase de funcio-
nes.
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3. La funcion f(x) se llama 3. La funcional v[y(x)] se
continua, si a una pequefia va- llama continua, si a una peque-
riacion de x le corresponde una fia variacion de y(x) le corres-
pequefia variacion de la funcién ponde una pequefia variacién de
f(x). ésta.

La ultima definicién debe ser precisada y aclarada, puesto que
de inmediato surge la pregunta: ¢qué variaciones de la funcion
y(x), que es el argumento de la funcional, se denominan pequefias?
o, lo que es lo mismo, ¢qué curvas y-—=y(x) e y=y,(x) se consi-
deran poco diferentes o cercanas?

Las funciones y(x) e y, (x) se pueden considerar cercanas en el
caso de que el moédulo de su diferencia y(x)—y,(x) sea pequefio
para todos los valores de x para los cuales se dan las funciones
y(x) e y,(x), es decir, considerar curvas cercanas a aquéllas cuyas
ordenadas sean préximas.

Sin embargo, bajo esta definicion de proximidad de las curvas,
las funcionales de la forma

Xy

oly]= F(x, g, v)dx,

o

que se encuentran a menudo en las aplicaciones, seran continuas
s6lo en casos excepcionales, debido a que la funcién subintegral
contiene al argumento y’. Por eso, en muchos casos es mas natural
considerar cercanas sélo las curvas cuyas ordenadas y cuyas direc-
ciones de las tangentes en los puntos correspondientes sean préxi-
mas, O sea, exigir que para las curvas cercanas sea pequefio no
sélo el médulo de la diferencia y(x)—y, (x), sino también el de la
diferencia y’ (x)—y; (x).

A veces tambjén es ‘necesario considerar cercanas sélo a las
funciones para 1a§ que sea pequefio el médulo de cada diferencia:

Yy —y(x), ¥ (0)-—yi(x),
y” (X)—-y;(X), L] y(k) (x)_y(lk) (X).

Por esto se hace necesario introducir las siguientes definiciones de
proximedad de las curvas y=y(x) e y=y, (x).

Las curvas y=y(x) e y=y,(x) son cercanas, en el sentido de
proximidad de orden nulo, si el modulo de la diferencia y(x)—y, (x)
es pequetio.

Las curvas y=y(x) e y=y,(x) son cercanas, en el sentido de
proximidad de primer orden, si los médulos de las diferencias y(x) —
— Y, (x) e ¥ (x)—yi (x) son pequerios.

Las curvas

y=yx) e y=y (%)
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son cercanas, en el sentido de proximidad de k-ésimo orden, si los
médulos de las diferencias

Y () — i (x),

¥ () —yi(x),

Y® (x) =y ()
son pequenos.

En la fig. 6.1 se representan curvas cercanas en el sentido de
proximidad de orden nulo que no lo son en el sentido de proxi-
midad de primer orden, puesto que sus coordenadas son préximas,

]

A

¥

Fig. 6.1 Fig. 6.2

y no lo es la direccién de las tangentes. En la fig. 6.2 estan rep-
resentadas curvas cercanas en el sentido de proximidad de primer
orden.

De estas definiciones se deduce que si las curvas son cercanas
en el sentido de proximidad de k-ésimo orden, entonces con mayor
‘razén lo seran en el sentido de proximidad de cualquier orden
menor. )

Ahora podemos precisar el concepto de continuidad de una
funcional.

3’. La funcidén f(x) es conti- 3’. La funcional v[y(x)] es
nua para x=x,, si para todo e continua para y=y,(x) en el
positivo existe un 6 > 0 tal que sentido de proximidad de k-ésimo
| f(x)—f(xo)| <& cuando |[x— orden, si para todo & positivo
—Xy] < 0. existe un 6 >0 tal que
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Aqui se sobreentiende que x
toma valores para los cuales la
funcién f(x) estd definida.

lv[y (Ol =0y (0] << &

para
1y (X)—yo (x)| <6,
Iy () —yo (x)]| < 6,

|5 () — 4 ()] < .

Aqui se sobreentlende que la
funcién y(x) se toma de la clase
de funciones en la cual la fun-
cional v[y(x)] esta definida.

Se hubiera podido definir el concepto de distancia p(y;, y,)

entre las curvas y=y,(x) e y=

Yo (x) (1, << x<x;) y considerar

entonces curvas cercanas a las curvas cuya distancia sea pequeiia.

Si se considera que

Y (ylv

2)= max |y, (x)—y, (¥)],

Xo < X< Xy

o sea, si se introduce la métrica del espacio C, (véase la pag. 52),
se llega al concepto de proximidad de orden nulo. Si consideramos

que

k
0 (W Yo)= Z max
p=1x,

X

//\

//\

1970 =42 (1) |

(se supone que y, e y, tienen derivadas continuas hasta de k-ésimo
orden inclusive), la proximidad de las curvas es de k-ésimo orden.

4. Se llama funcién lineal a
la funcién [ (x) que satisface las
siguientes condiciones:

I(cx)=cl(x),
donde ¢ es una constante arbi-
traria, y
D(xy - 2g) = 1 (o) 4 1 ().
La funcién lineal de una varia-
ble tiene la forma
[ (x)=kx,
donde k es una constante.

4. Se llama funcional lineal
a la funcional L [y(x)] que satis-
face las siguientes condiciones:

Lcy(x)]=cL[y(x)],
donde ¢ es una constante arbi-
traria, y
Ll (x)+y2 (0] =
=L [y, ()] -- L [y, (%))

Un ejemplo de funcional
lineal es

Xy

Ly )] = S (P()y+q(x)y')dx

Xo
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5. Si el
funcion
Af =[x+ Ax)—[(x)
puede representarse en la forma
Af=A(x)Ax--B(x, Ax)-Ax,

donde A(x) no depende de Ax
y B(x, Ax)— 0 cuando Ax— 0,
entonces la funcién se llama
derivable, y la parte A(x)Ax del
incremento, lineal con respecto
a Ax, se llama diferencial de la
funcion y se denota por df.
Dividiendo entre Ax y pasando
al limite para Ax— 0, se obtie-
ne que A(x)=f(x) y, por lo
tanto,

incremento de la

df =’ (x) Ax.

5. Si el
funcional

Av =0 [y (x)+ 8y] —v [y (x)]
puede representarse en la forma
Av=L[y(x), y]+

B (y(x), dy)max|dy],

donde L[y(x), 6y] es una fun-
cional lineal con respecto a &y,
max |0y | es el valor maximo de
[0y| y B(y(x), 8y)— 0 cuando
max|8y|— 0, entonces la parte
del incremento lineal con res-
pecto a 8y, es decir, L[y (x), dy),
se llama wvariacion de la funcio-
nal y se designa por &v.

incremento de la

De este modo, la wvariacién de la funcional es la parte principal
del incremento, lineal con respecto a Oy.

Al investigar las funcionales la variacién juega el mismo papel
que la diferencial en el estudio de las funciones.

Se puede dar también otra definicién casi equivalente de dife-
rencial de una funcién y de variaciéon de una funcional. Conside-
remos el valor de la funcién f(x-+4oaAx) para x y Ax fijos y para
valores variables del parametro «. Para a=1, se obtiene el valor
incrementado f(x--Ax) de la funcién; para a=0, se tendrd el
valor original f(x) de ésta. No es dificil comprobar que la derivada
de f(x-+oaAx) con respecto a o es igual, para a=0, a la diferen-
cial de la funcién f(x) en el punto x. En efecto, seglin la regla de
~ derivacién de una funcién compuesta,

2t aln) o = [ (x4 0Ax) Ax o = [' (1) Ax = d (1),

En forma completamente andloga, para la funcién de varias
variables

2=[f(xy, X5 ..., X,)
se puede obtener la diferencial derivando
f(xy-=alxy, xo+alAx,, ..., x,--aAx,)
con respecto a a, y haciendo después a=0. En efecto,

Xy o = 3y oL Ay, = df.

i=1

%f(x1+anl, Xo+ aAX,, ..
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Para las funcionales de forma v[y(x)] o méis complejas, depen-
dientes de varias funciones o de funciones de varias variables tam-
bién se puede definir la variacién como la derivada de la funcio-
nal v[y(x)+ady] con respecto a «, para a=0. En efecto, si la
funcional posee variacién en el sentido de parte lineal principal
del incremento, entonces éste tiene la forma

Av =0 [y (x)4-ady]—v[y(x)] =L (y, abdy)-i-B(y, aby)|a|max|Syl|.

La derivada de v[y--aby] con respecto a a es igual, para a =0, a

lim A—U:lim ﬂ _lim L(y, ady)4-B [y (x), ady] |a|max | by | —
Aa—0 Aa as0 * a—>0 o
—lim L (y, aﬁy)+1im Bly (x), ady]| o | max |8y | :L(y, éy),
a—>0 5 a-~0 o

puesto que, en virtud de la linealidad,
L(y, abdy)=aL(y, by),

lim PLYC). @bl Tl mex [0 _ jiin gy (x), ady] max | 8y] =0,
o—0 =0

debido a que PB[y(x), ady] — 0 para «— 0. De esta manera, si
existe variacién en el sentido antedicho, existird también variacion
en el sentido de derivada con respecto al parametro para el valor
inicial del! mismo, y ambas definiciones son equivalentes,

La segunda definicién es un poco mas amplia que la primera,
puesto que existen ejemplos de funcionales de cuyo incremento no
se puede extraer la parte lineal principal, pero existe la variacidn
en el sentido de la segunda definicion.

6. La diferencial de la fun- 6. La variacién de la funcio-
cion f(x) es igual a nal v[y(x)] es igual a
a d
a—af(x+ aAX) |p=o. %v[y(x)J,—aGy] la=o0.

Definicion. La funcional v[y(x)] tiene un mdximo en la curva
Yy =Yo(x), si su valor en cualquier curva proxima a y=y,(x) no es
mayor que v [y, (x)], es decir, Av=1v[y(x)]—v[y,(x)] 0.

Si Au<C0 y ademas Av=0 sélo cuando y(x)=y,(x), entonces
se dice que en la curva y=y,(x) se tiene un mdximo estricto.
Analogamente se define la curva y=y,(x) en la que hay un
minimo. En este caso Av>0 para todas las curvas cercanas a la
curva =y, (x).
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7. Teorema. Si la funcion 7. Teorema. Si la funcional
derivable f(x) alcanza su mdximo v|y(x)], que posee variacion, al-
0 su minimo en un punto inte- canza su mdximo 0 su minimo
rior x=ux, de la region de defi- para y=y,(x), siendo y,(x) un
nicién de la funcion, entonces en punto interior de la region de

este punto serd definicion de la funcional, enton-
df = 0. ces para y=y,(x) serd
Sv==0.

Demostracion del teorema para las funcionales.
Para y,(x) y Oy fijos, v[y,(x)--ady]=¢(a) es una funcion de a,
la cual, por hipétesis, tiene en a=0 un maximo o un minimo;
por consiguiente, la derivada

9’ (0)=0%), o bien g?;v[yo(xHaﬁy] le=0=0,

o sea, 6v=0. De este modo, en las curvas en las que la funcional
tiene un extremo, su variacion es igual a cero.

El concepto de extremo de una funcional debe ser precisado.
Al hablar del maximo o del minimo, mas exactamente, del maximo
o del minimo relativos, tuvimos en cuenta el mayor o el menor
valor de la funcional sélo con respecto a los valores de ésta en las
curvas cercanas. Pero, como fue indicado anteriormente, la proxi-
midad de las curvas puede entenderse de diferentes maneras. Por
esto, en la definicion de maximo o de minimo hay que sefialar
qué orden de proximidad se tiene en cuenta.

Si la funcional v [y(x)] alcanza su maximo o su minimo en la
curva y==y,(x) con respecto a todas las curvas para las cuales el
modulo de la diferencia y(x)—y,(x) es pequefio, es decir, con res-
pecto a las curvas cercanas a y =y, (x) en el sentido de proximidad
de orden nulo, entonces el maximo o el minimo se llama fuerte.

Si, en cambio, la funcional v[y(x)] alcanza su méaximo o su
minimo en la curva y==y,(x) solo con respecto a las curvas
y==y(x) cercanas a y—=y,(x) en el sentido de proximidad de primer
orden, a sea cercanas a y=y,(x) no sélo por sus ordenadas, sino
también por las direcciones de sus tangentes, el maximo o el
minimo se denomina débil.

Es evidente que si en la curva y=y,(x) se tiene un maximo
(o minimo) fuerte, entonces se tiene también uno débil, puesto que
si la curva es cercana a y-=y,(x) en 2! sentido de proximidad de
primer orden, lo serd también en el sentido de proximidad de

*) o puede tomar tanto valores positivos como negativos en un entorno del
punto =0, puesto que y, (x) es un punto interior de la regién de definjcién de
ta funcional. i ’
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orden nulo. Sin embargo, es posible que en la curva y=y,(x) se
alcance un maximo (minimo) débil y al mismo tiempo no se alcance
un méaximo (minimo) fuerte, o sea, que entre las curvas y=y(x)
cercanas a y=y,(x), tanto por sus ordenadas como por la direccion
de sus tangentes, pueden no haber curvas para las cuales v [y (x)]>
>0v[y,(x)] (en el caso de minimo, v{y(x)] < v[y,(x)], y entre las
curvas y=y(x) cercanas solo por sus ordenadas, pero ya no pro-
ximas por la direccién de sus tangentes, se pueden encontrar curvas
para las cuales v[y(x)] > v [y,(x)] (en el caso de minimo, v[y(x)]<
< v[y,(x)]). La diferencia entre un extremo fuerte y uno débil no
tendra un significado sustancial para la deduccién de la condicion
necesaria fundamental de extremo, pero ésta sera muy importante
en el capitulo 8, al estudiar las condiciones suficientes de extremo.

Obsérvese, ademas, que si en la curva y=y,(x) se tiene un

extremo, entonces no solo -(%v[yo(x) +abdy) |u=0 =0, sino también

%v[y(x, @)]la=0=0, donde y(x, «) es una familia cualquiera de

curvas admisibles; ademas, para @=0 y para a-=1 la funcién
y(x, @) debe transformarse respectivamente en y,(x) e y,(x)--08y.
En efecto, v[y(x, @)] es funcion de «, ya que al dar « se deter-
mina una curva de la familia y=y(x, a), por lo que se determina
también el valor de la funcional v{y(x, a)].

Esta funcion, por hipdtesis, alcanza su extremo cuando o =0;
por lo tanto, su derivada se anula para o =0%).

De este modo, %v[y(x, @)} le=0=0; sin embargo, esta deri-
vada, en general, ya no coincidird con la variacién de la funcio-
nal, pero se anularé—como acabamos de ver—simultaneamente
con dv en las curvas que realizan el extremo de la funcional.

Todas las definiciones de este paragrafo y el teorema fun-
damental (pag. 297) se generalizan, casi sin modificaciones, a las
funcionales dependientes de varias funciones desconocidas

v[yl(x)’ y2 ()C), Tt yn (X)],
o dependientes de una o de algunas funciones de varias variables
v [Z (xl’ x‘.” R | Xn)]’

vz (xy, Xy oo, X2)y 25(X1, Xy oos Xu)y ey 2,(X Xy, oL, X))
Por ejemplo, la variacién év de la funcional v|z(x, y)] puede
definirse como la parte lineal principal con respecto a &z del

*} Se presupone que o« puede tomar valotes cualesquiera cercanos a o =0,

., Ouly(x, a)]
y que existe e =0’
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incremento
M =0[z(x, y)+82]—v[z(x, Y,
o como la derivada respecto al parametro en el valor inicial del
mismo
3¢ V12 (6, )+ 2d2] u=o;

ademas, si para z==z(x, y) la funcional v tiene un extremo, enton-
ces para esta z la variacion 6v=0, puesto que v[z(x, y)--adz] es
una funcién de a que tiene, por hipoétesis, un extrermo en a=0.
En consecuencia, la derivada de esta funcién con respecto a a se

anula para a=0, aiav[z(x, y)+adz]lu=0=0, o bien Sv=0.

§ 2. ECUACION DE EULER

Analicemos el extremo de la funcional
o[y (x)] = S F(x, y(x), y (x)dx, 6.1)
si los puntos frontera de las curvas admisibles estan fijos: y(x,) =y,
e y(x;)=y, (fig. 6.3). La funcién F(x, y, y’) se considerard deri-
vable tres veces.

Ya sabemos que la condicion necesaria para que hay a un extremo
es la anulacién de la variacién de la funcional. Mostremos ahora
como se aplica este teorema funda-
mental a la funcional considerada;
ademaés, repetiremos el razonamien- | ¥
to anterior aplicado a la funcional B
(6.1). Supongamos que en la curva
y=y(x), derivable dos veces, se q
tiene un extremo (exigiendo sélo
la existencia de derivadas de pri- %
~mer orden de las curvas admisi-
bles, se puede demostrar por otro T
método que la curva, que realiza g z, Z,
el extremo, posee también derivada
segunda). Fig. 6.3

Tomemos cierta curva admi- 3
sibley=y(x) cercana a y=y(x) e incluyamos y=y«(x) e y=y(x)
en la familia monoparamétrica de curvas

y(x, @)=y (x)+a(yx)—yx)
cuando o =0, se obtiene la curva y=y(x); para o =1, se tiene

Y
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y=y(x) (fig. 6.4). Como ya es sabido, la diferencia y(x)—y(x) se
lama variacién de la funcién y(x) y se designa por dy.

En los problemas variacionales la variacion 6y desempefia un
papel analogo al del incremento de la variable independiente Ax
en los problemas del estudio de los extremos de una funcién f(x).
La variacién 8y=y(x)—y(x) es una funcién de x. Esta funcion
se puede derivar una o varias veces, siendo (6y) =y'(x)—y'(x)=
=d8y’, es decir, la derivada de la variacion es igual a la variacion
de la derivada; analogamente

(6y) =y" (x)—y" (x)==6y",

(6y)(k) — y(k) (x)_y(k) (X) — 6y(k)'

De este modo, consideremos la familia y=y(x, a), donde
y(x, o)==y(x)--ady, que contiene, para a==0, la curva en la cual
se alcanza el extremo, y para
o= 1, cierta curva admisible cer-
cana, llamada curva de compa-
racion.

Si consideramos los valores
de la funcional

Xy

v[y(x)] :—’f-gF(x, Y, y')dx

Xy

. sélo en las curvas de la familia
Fig. 6.4 .
y=y(x, a), la funcional se trans-

forma en una funcion de a:

v[y(x, W] =e¢(a)

ya que el valor del parametro o determina una curva de la familia
y=y(x, a), determinando también con esto el valor de la funcio-
nal v[y(x, «)]. Esta funcion ¢(a) tiene un extremo en a=0,
puesto que para dicho valor se obtiene y=y(x), teniendo la fun-
cional, por hipétesis, un extremo con respecto a cualquier curva
cercana admisible y, en particular, con respecto a las curvas cer-
canas de la familia y=y(x, @). La condicién necesaria para que
la funcién ¢ (@) tenga un extremo en o =0, como es sabido, es la
anulacion de su derivada para a=0:

"(0)=0.

Como v

o(@)={ F(x, y(x, @), g (x, @)dx,

Xo
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entonces

Xy

¥ @)= [P, 5yt ) Fyapy (0] dr,

Xo

donde
i} ,
Fy:@—F(xv y(xa CZ), Yy (xy a)),
Fy,

a ’
= 3 F(x, y(x, o), y' (x, ),
0, puesto que
) 0 ‘
¥ (% @)= 5[y (x)+ ady] = by

a ’ ) ’ ’ ’
5 Y (6 )= o[y () + ady'] = by,
se obtiene

X4

o (= {[F,(x y(x, @), ¢ (x, @)by~-
+ Fy(x, y(x, o), y' (x, a)dy’]dx,
¢ (0)=§[F, (. y(0), ¥ () 85+ Fy (x, y(x), ¥ (x)) 8y} dx.

Xo

Como ya hemos visto, ¢’ (0) se llama variacién de la funcional,
y se designa por dv. La condicion necesaria para que la funcional
v tenga un extremo, consiste en la anulacién de su variacion:
du=0. Para la funcional

Xy

vly(x)]= S F(x, y, y')dx

x’)
esta condicién tiene la forma

Xy

([F, 05+ F, 8y dx=0.

Xo

Integrando el segundo sumando por partes, y tomando en cuenta
que 8y’ = (dy)’, obtenemos

Xy

60 == [Fy’a!/];:i'ﬂ‘ <Fv_;_xFy'> 6yd'x

Pero
8y | x=x, = y(xo)_y(xn) =0y Oylizk,= ;.(xl)_y(xl) =0,
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en virtud de que todas las curvas admisibles en el problema simple
considerado pasan por puntos frontera fijos y, por lo tanto,

6v—S (F,—2LF, ) Sydx.

De este modo, la condicién necesaria de extremo toma la forma
5 <Fy 4F \aydx - (6.2)

Xo

donde el primer factor Fy_'c'id—x F, es una funcién continua dada

en la curva y = y(x) que realiza el extremo, y el segundo factor 8y,
debido a la arbitrariedad en la eleccién de la curva de compara-
cidn y=y(x), es una funcién arbitraria que satisface sélo ciertas
condiciones muy generales, mas exactamente: la funcién 8y se anula
en los puntos frontera x=x, y x=x;, es continua y derivable una
o varias veces, 8y o bien 6y y 8y’ son pequefios en valor absoluto.

Para simplificar la condicién (6.2) obtenida, aplicaremos el
siguiente lema:

Lema fundamental del cdlculo variacional. Si para cada
funcion continua v (x) se tiene

Xy
§ e @n@de=0,
siendo @ (x) una funcion continua en el segmento [x,, x,], entonces
CD(X)E
en dicho segmento.

Observacién. La afirmacion del lema y su demostracién no
varian si a la funcion v(x) se le imponen las siguientes limitaciones:
N(xe) =mn(xy)=0; n(x) tiene derivadas continuas hasta de orden
p) |1’I(S)(x)|<8(520, 1, DR qv qu)' _

Demostracidn. Suponiendo que en el punto x==x contenido en
el segmento x, < x<Cx;, sea D (x) 0, se llega a una contradiccion.
En efecto, de la continuidad de la funcién @ (x) se deduce que si

CD(x)#O entonces @ (x) conserva su signo en cierto entorno (o <<

< x<x,) del punto x. Pero entonces, tomando una funcién n(x)
que también conserve su signo en este entorno y sea igual a cero
fuera del mismo (fig. 6.5), se obtiene

Xy

{ (D(x)n(x)dx=§(D(X)n(x)dX#0,

Xo Xo
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ya que el producto @(x)n(x) conserva su signo en el segmento
(x<x<x,) y se anula fuera del mismo. De este modo, hemos
llegado a una contradiccion; por lo tanto, @ (x)=0. La funcién
n(x) puede escogerse, por ejemplo, asi: n(x)_() fuera del segmento
(x0<x< x); M(x)=Fk(x—x,)** (x—x,)?" en el segmento (x,<x<<
<x,), donde n es un entero positivo, y #, un factor constante.
Es evidente que la funcién n(x) satisface las condiciones considera-
das anteriormente: es continua, tiene derivadas continuas hasta de

Fig. 6.5

orden 2n—1, se anula en los puntos x, y x; v puede hacerse tan
pequefia como se quiera en valor absoluto, conjuntamente con sus
derivadas, disminuyendo el médulo del factor k.
Observacion. En forma completamente analoga se puede
demostrar que si la funcidn @ (x, y) es continua en la region D

del plano (x, y) y se tiene que SS(D(x, yIn(x, y)dxdy=0 para
D
funciones m(x, y) arbitrarias que satisfagan sélo ciertas condiciones
generales (continuidad, derivabilidad una o varias veces, anulacién
en las fronteras de la region D, |n| <e, |n.| <e, |n,| <e), enton-
ces sera M (x, y)=0 en la region D. La functon n(x, y) al demos-
trar el lemafundamental se puede tomar, por ejemplo, asi: n(x, y)=0
- fuera de un entorno circular de radio suficientemente pequefio g,
del punto (x, y), en el cual ®(x, y)5=0, y en dicho entorno
la funcién n(x, y)=Fk[(x—x)?--(y—y)*—ei]** (fig. 6.6). Un lema
analogo se cumple también para las integiales multiples.
Apliquemos ahora el lema fundamental para simplificar la con-
dicion necesaria (6.2), obtenida anteriormente, de extremo de la
funcional (6.1),

Xy
~

{(Fy—5Fv) tydr—o. (6.2)

Xo
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Todas las condiciones del lema se cumplen: en la curva que rea-
liza el extremo, el factor <F,,—(%F_,/ es funcién continua, y la

variacion 8y es una funcién arbitraria a la cual se han impuesto
s6lo limitaciones de caracter general, ya previstas en el lema funda-

mental. Por lo tanto, Fy—%Fy':_:O en la curva y=y(x) que rea-

kZ

Fig. 6.6

liza el extremo de la funcional considerada, es decir, y=y(x) es
solucién de la ecuacién diferencial de segundo orden
d
F,V—E; Fy':o,
o bien, en forma desarrollada,
Fy—F—Fyy —Fypy"=0.

Esta ecuacion se denomina ecuacion de Euler (ella fue publicada
por primera vez por él en 1744). Las curvas integrales de la ecua-
cion de Euler y=y(x, C,, C,) se llaman extremales. Sélo en las
extremales puede alcanzarse un extremo de la funcional

Xy

v[y(x)]= S F(x, y, y')dx.

Xo

Para hallar la curva que realice un extremo de la funcional (6.1)
se integra la ecuacion de Euler y se determinan las dos constantes
arbitrarias, que figuran en la solucién general de esta ecuacion, de
las condiciones de frontera y(x,)=y,, y(x;)=y,. Sélo en las extre-
males que satisfacen estas condiciones se puede realizar un extremo
de la funcional. Sin embargo, para establecer si se realiza en rea-
lidad 0 no en ellas el extremo, y ademas si es un maximo o un
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minimo, hay que aplicar las condiciones suficientes de extremo,
expuestas en el capitulo 8.
Recordemos que el problema de frontera

d
Fy—g:Fr=0, y(x) =4, y(x)=1

no siempre tiene solucién, y si la solucién existe, puede no ser
linica (véase la pag. 162).

Obsérvese que en muchos problemas variacionales la existencia
de la solucién es evidente del sentido fisico o geométrico del pro-
blema, y si la ecuacién de Euler que satisface las condiciones de
frontera es (inica, esta tnica extremal sera la solucién del problema
variacional considerado.

Ejemplo 1. ¢En qué curvas puede alcanzar su extremo la funcional

JT

2

ol ={ wr—y1dn y0=0, 4 (5) =12

0

La ecuacion de Euler tiene la forma y” 4 y =0; su solucién general es y=C, cos x -+

- Cy sen x. Utilizando las condiciones de frontera, se obtiene: C; =0, Cy=1; por

consiguiente, el extremo puede alcanzarse s6lo en la curva y=senx.
Ejemplo 2. ¢En qué curvas puede alcanzar su extremo la funcional

1

oIy = [0+ 12091 dx, 5 (©=0, y(1)=1?
0

La ecuacién de Euler tiene la forma y”—6x=0, de donde y=x3+Cix-Cs.
Utilizando las condiciones de frontera, obtenemos: C;=0, C,=0; por lo tanto,
el extremo puede alcanzarse sélo en la curva y=x3.

En estos dos ejemplos la ecuacion de Euler fue integrada facil-
mente; pero esto no siempre ocurre, puesto que las ecuaciones
diferenciales de segundo orden se integran en forma finita*) sélo
en casos excepcionales. Veamos algunos casos simples de integracion
de la ecuacion de Euler.

1) Fno depende de y":

F=F(x, y).

La ecuacion de Euler tiene la forma F,(x, y)==0, puesto que
Fy=0. La solucién de la ecuacién finita'F, (x, y) =0 obtenida no
contlene elementos arbitrarios y, por esto, en general no satisface las
condiciones de frontera y(x,)=y, e y(x,)=y;.

*) Véase la nota al pie de la pag. 22 (N. de la Red.).
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Por lo tanto, la soluciéon del problema variacional considerado
en general no existe. Sélo en casos excepcionales, cuando la curva

F,(x,y9)=0

pasa por los puntos frontera (x, y,) v (1, 4,), existe una curva

en la que se puede alcanzar un extremo.

Ejemplo 3.

X1

v[y(x)]=s Y2 dx; y (x9) = Yo,

Xo
y (1) =y,
La ecuacién de Euler tiene la forma
Fy,=0, o bien y=0.

La extremal y=10 pasa por los puntos frontera sélo cuando y,=0e y, =0 (fig. 6.7).

Y
AY
8
A
A B I J\yw,,(f} z
g ‘rﬂ .Z’, g .i'a .i‘,
Fig. 6.7 Fig. 6.8

Si yo=0 e y, =0, es evidente que la funcion y=0 realiza el minimo de la fun-

X1

cional v:S y2dx, ya que vy (x)]=0, siendo v=0 para y=0. Si, en cambio,

Xo
por lo menos y, 6 y, no es igual a cero, no se alcanza el minimo de la funcional

en las funciones continuas. Esto es comprensible, pues se puede tomar una suce-
continuas y, (x), cuyas gra-

sién de funciones

Yo

1 S ox
B3
L]

A ficas se compongan de un arco de curva que

baje en forma cada vez mas empinada del punto
B (%o, Yo) hacia el eje de las abscisas; después, de

un segmento del eje de las abscisas, casi coinci-
dente con todo el segmento (x,, x;) y, finalmen-
te, cerca del punto x;, de un arco de curva que
suba bruscamente hasta el punto (x;, y,) (fig.
6.8). Es evidente que en las curvas de esta su-
cesién los valores de la funcional de diferencian
7 “  de cero en forma arbitrariamente pequeha vy,
por lo tanto, la cota inferior de valores de la

funcional es igual a cero. Sin embargo, esta cota
Fig 6.9 inferior no puede alcanzarse en una curva con-
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tinua ya que, para cualquier curva continua y =y (x) no idénticamente nula, la
B

integral Syz dx > 0. Esta cota inferior de valores de la funcional se alcanza en

Xo
la funcién discontinua (fig. 6.9)

Y (xo) = ¥o,
y(x) =0 para x<x<xy,
Y (x) =y

2y La funcién F depende de 3’ en forma lineal:
F(x, 4, y)=M(x, 9)--N(x, ) y';

Xy

oly@]= [ [Mex, 9+ N (%] dx.

Xo

La ecuacion de Euler tiene la forma

WM oN , d -~
, o T —m N9 =0,
8
M, ON , N N ,
WY T a Y =0
o bien
OM__ON _ .
dy ox

pero ésta, al igual que en el caso anterior, de nuevo es una
ecuacion finita, y no diferencial. La curva %—ZZI—%:O no satis-
face, en general, las condiciones de frontera. Por lo tanto, el pro-
blema variacional, por regla general, no tiene solucion en la clase
de funciones continuas. Si, en cambio, %—%}{-EO, la expresién

Jy
Mdx—+ Ndy es una diferencial total y
v:S<M+N%> dx:S(de—f—Ndy)

no depende del camino de integracién; el valor de la funcional v
es constante en las curvas admisibles. El problema variacional
pierde el sentido.

Ejemplo 4.
1
oly 1= { (229 dx y ©=0, y () =a,
0
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La ecuacién de Euler tiene la forma %4-—%—11:0, o bien y—x=0. La primera

condicién de frontera, y(0)=0, se cumple, pero la segunda sc satisface sélo
cuando a=1. Si a # 1, no existe ninguna extremal que satisfaga las condiciones
de frontera.

Ejemplo 5.
Xy Xy
oIy )] ={ ) dr, o bien vy (9]={ (vdx +xdy);
Xy Xo

Y (X) ="y Y (x1) =y
La ecuacion de Euler se reduce a una identidad, | = 1. La expresién subintegral
es una diferencial total, y la integral no depende del camino de integracion:
X1
vy (¥)]= S d (xy) = X141 —Xolfo
Xo

por cualquier camino de integracién. El problema variacional no tiene sentido.

3) F depende sélo de y
F=F(y).

La ecuacién de Euler tiene la forma F,,y"=0, puesto que F, =
=Fu =F,, =0. De aqui se obtiene y"==0, o bien F,,:=0. Si
y" =0, entonces y=C,;x+C,, que es una familia biparameétrica de
lineas rectas. Si la ecuacién F,, (y')=0 tiene una o varias raices
reales y’=k;, entonces y==~k;x-C, y obtenemos una familia mono-
paramétrica de rectas contenida en la familia biparamétrica y =
== C,x--C, obtenida anteriormente. De esta forma, en el caso
F=F(y’) todas las lineas rectas posibles y=C,x~-C, son extre-
males.

Ejemplo 6. La longitud del arco de una curva
Xy

Uy 1= V Ty ds
Xo
tiene como extremales las rectas y=C,x+C,.
Ejemplo 7. El tiempo ¢ [y (x)] invertido en el desplazamiento por cierta

curva y=y (x) desde el punto A(xy y,) hasta el punto B (x,, y,), si la velocidad

d—szv(y’) depende sélo de y’, es una funcional de la forma

dt
Xy ———
1 2
tly (9] = VT(’;—)y—dx
— Xy e
ds o ds YV idyde , (VIdyR )
<dt‘””(y” U=~ o) \ o) )

Por lo tanto, las extremales de esta funcional son lineas rectas.
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4) F depende s6lo de x e y":
F=F(x,y).
La ecuaciéon de Euler toma la forma d%Fy' (x,yy=0 vy, por lo

tanto, tiene la primera integral Fy, (x, y')=C,. Ademas, como la
ecuacion de primer orden obtenida Fy (x, y')=C, no contiene a y,
ésta puede integrarse o bien resolviéndola directamente respecto
a y' e integrando, o bien introduciendo un pardmetro escogido en
forma adecuada (véase la pag. 72).

Ejemplo 8. La funcional
Xy -
T+y°
ﬂwm=SK7#¥w
Xo
\t es el tiempo invertido en el desplazamiento por la curva y=y (x) de un punto

a otro, si la velocidad del movimiento es v=x, puesto que si gs

i =x, entonces

Xy —
7Y 2

dt = fi;s y t:LS Vl_j—y_ dx>. La primera integral de la ecuacién de Euler F , =C;
Xo

’

tiene la forma——y——zcl. La forma méas sencilla de integrar esta ecuacién
AEYE
es introducir un parametro, haciendo y’=tg #; entonces

Jc—L it _*'Lsent
Cyity: G

o bien x=C, sen ¢, donde EI:CL;
1

Z—z:tgt; dy=tgtdx=1tgt-C,costdf=C, sentdt.
Integrando, se obtiene y=—C, cos t - C,. De esta manera,
x=Cysent, y—Cy= —C, cos ¢

o bien, eliminando ¢, obtenemos xz—l—(y——Cg)?:Ef, que es una familia de circun-
ferencias con centros en el eje de ordenadas.

5) F depende s6lo de y e y"

F=F(y, y)
La ecuacién de Euler tiene la forma Fy, —F ,y'—F ,yy"=0,

puesto que F,,=0. Si se multiplica esta ecuacién miembro a miem-
bro por y’, entonces, como no es dificil comprobar, el primer

miembro se transforma en la derivada exacta ‘—%(F—y’Fy/).



310 Capitulo VI. Método de las variaciones en los problemas con [ronteras [ijas

En efecto,
d ’ ! v " " 9 ron
I((F_y Fy)y=F,y -~Fypy' —y'Fy—Fpy*—Fypy'y =
=y (Fy —Fyy' — Fyyy").
Por consiguiente, la ecuacién de Euler tiene la primera integral
F—y'Fy=Cy;

ademas, como esta ecuaciéon de primer orden no contiene explici-
tamente a x, puede ser integrada resolviéndola con respecto a y’
y separando variables, o introduciendo un parametro.

Ejemplo 9. Problema de la superficie minima de rotacion: determinar
la curva, con sus puntos frontera dados, que al girar alrededor del eje de las
abscisas forine una superficie de area minima (fig. 6.10).

\y

-

Fig. 6.10

Como es sabido, el drea de una superficie de revolucién es
Xy
S[y(x)]=?-'fg yV T+ yde
Yo

La funcién subintegral depende sélo de y e y'; por lo tanto, la primera integral
de la ecuacién de Euler tiene la forma

F—y,Fy’ ':Cl'
.
o, en nuestro caso, y ¥V 1+ y Vi C;.
Y

Simplificando, se obtiene =C,. El modo mas sencillo de integrar

! e

esta ecuacién es hacer la sustitucion y’=sh{. Entonces y=C,ch{, y

dr==y Cashidl

Y sh? :7C1 dt, X=C|t-§—cg.
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De este modo, la superficie buscada se forma por rotacién de lalinea cuya ecua-
cién en forma paramétrica es

x=Ct+4C,,
y=Cycht.
Eliminando el parametro ¢, tendremos y=C, ch x—C—Cg‘ que es una familia de
1

catenarias; al girar, éstas forman superficies denominadas catenoides. Las constan-
tes C; y C, se determinan por la condicién de que la linea buscada pase por
los puntos frontera dados (seglin la posicién de los puntos A y B pueden existir
una, dos o ninguna solucion).

Ejemplo 10. Problema de la braquistécrona (véase la pag. 288): deter-
minar la curva que una dos puntos dados A y B al moverse por la cual un punto
material caiga desde el punto A hasta el B en tiempo minimo (el rozamiento
y la resistencia del medio se desprecian).

Ubiquemos el origen de coordenadas en el punto A, el eje Ox, en forma
horizontal, y el Oy, verticalmente hacia abajo. La velocidad de movimiento del
%:—:V?gy; de aqui se halla el tiempo invertido en el despla-

zamiento del punto desde la posicion A (0, 0) hasta la posicion B (xy, y,):

YT L e _
ty (0)] = Vs \ v dx; y(0)=0, y(x1)=y;.

punto material es

Como esta funcional también es de forma simple y su funcién subintegral no
contiene explicitamente a x, entonces la ecuacién de Euler tiene la primera
integral F—-y'Fy,=C, o, en nuestro caso,

VIty® 92 .
Vv  Vy(0+y?)
de donde, después de simplificar, tendremos —,——1——:0, o bien

Vy(l+y®)
y(l+y'?)=C,. Introduzcamos el parametro ¢, haciendo y’=ctg¢; entonces se
obtiene:

G cemi=S— :
y_l_}_ctg“__clsen t= 5 (1 —cos 2t);
dx:‘i!{zwugclse.1~ztdz~_—cl(1_c052z)dz,

y cigt

x=C, (t_ Se;”) +cg=%l (2t —sen 2t) +C,.

Por lo tanto, en forma paramétrica la ecuacion de la linea buscada es

x—ng%(Qt—sen 2t), y.—-':%(l—cos 21).

Si se transforma el parametro mediante la sustitucion 2/=t¢,, v se toma en
cuenta que C,=0, puesto que para y==0 es x==0, se obtiene la ecuacion de una
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familia de cicloides en la forma habitual:

X == %1- (¢,—sen £y),

y:%l (I —cos &y).

siendo 92—1 el radio de la circunferencia que rueda, el cual se determina de la
condicion de que la cicloide pase por el punto B(x;, y;). De este modo, la

braquistécrona es una cicloide.

§ 3. FUNAIONALES DE LA FORMA
X1t
SF(x, Yy Yoy -« o5 Yu» Yty Yoy «v vy Yny)dx
o

Para obtener las condiciones necesarias de extremo de la funcional
del tipo mas general

Xy

v[Y, Yo ---,yn]:SF(x, Y1 Yas s Yo Y1y Yo -« -, Yn)dX
con condiciones de frontera dadas para todas las funciones
Y1(X0) =Y100  Y2(X0)=Ya0s ---» Y (Xo) = Yno
Y(X) =Y, Yo(X)=Yo1s ---»  Yu(X1)= Yp1,

variaremos s6lo una de las funciones
Y;(x) (i=1,2,...,n),

dejando las demas invariables. Entonces la funcional v [y, y,, ...
.» Y,] se transforma en una funcional que depende sélo de una
funcién variable, por ejemplo, de y;(x),

v[yl’ Yoy - oy yn] - 5 [yx]
del tipo considerado en el § 2. Por consiguiente, la funcién que
realiza el extremo debe satisfacer la ecuacién de Euler

d
Fo— Fy}:O'
Como este razonamiento es aplicable a cualquier funcién y; (i =
=1,2,...,n), se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales
de segundo orden

Fo—SF,=0  (i=1,2,,..,n),

dx Y;
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que determinan, en general, una familia dependiente de 2n para-
metros de curvas integrales en el espacio x, yy, ¥s, ..., Y, que
es la familia de extremales del problema variacional dado.
Si, en particular, la funcional depende sélo de dos funciones

y(xyy 2(x):

Xy

vly(x), 2= Fx,p 2, v, 2)dx;
Xo

Y(Xg)=Yo» 2(x)=2¢, Y(X)=01, 2(x)=2,

o sea, se determina eligiendo la curva alabeada y=y(x), z=2(x)
(fig. 6.11), entonces, variando sélo y(x) y fijando z(x), cambiamos
nuestra curva de tal modo que su proyeccion en el plano x0z no
varia, es decir, la curva permanece todo el tiempo en el cilindro
de proyeccién z=z(x) (fig. 6.12).

‘ Z

Fig. 6.11

Anéalogamente, fijando y(x) y variando z(x), variamos la curva
de modo que ésta permanezca todo el tiempo en el cilindro de
proyeccién y=y(x). Entonces obtenemos un sistema de dos ecua-
. ciones de Euler
d

d
F}’—_I\:F-‘/):O» y Fz-—'d—x‘Fz':O.

Ejemplo 1. Hallar las extremales de la funcional
k14
2
o, 2= 12+ 2edn yO=0, 5 (5)=1,

0
n

2(0)=0, 2z <?>: —1.
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El sistema de ecuaciones diferenciales de Euler tiene la forma

yl/_z_‘:oy
Z'—y=0.
Eliminando una de las funciones desconocidas, por ejemplo, 2, se obtiene
y'v——y::O. Integrando esta ecuacién lineal con coeficientes constantes, ten-
dremos:

y=C,e¥ +-Cye~*+4C3cos x4 Cysen x;
z=Y"; z2=C"Coe=*—C;zc0s x—C,senx.

Utilizando las condiciones de frontera, se halla:
Ci=0, C=0, C3=0, C,=1;

por lo tanto, y=senx, z:= —senx.
z
B, -ylz) g
===k
=
'\i,ri::/]'_—,
A,
0 >
rJ L‘ B’
A, L y=y(x)
T
Fig. 6.12

Ejemplo 2. Mallar las extremales de la funcional

Xy

oly (). 2(1={ F (', 2)dx.

Xo
El sistema de ecuaciones de Euler tiene la forma
"oy "”__ 0. ” "
Fy,y,y —ny,z,z =0; Fy,z,y +F,,2"=0,

de donde, considerando que Fy»y,Fz,z,—(Fy,z,)2 # 0, obtenemos y"=0 y 2"=0,
o bien y=Cjx+4Cy, z=Cyx+Cy, que es una familia de lineas rectas en el
espacio.

Ejemplo 3. Hallar las ecuaciones diferenciales de las lineas de propa-
gacion de la luz en un medio Optico heterogéneo, en el cual la velocidad de
propagacién de la luz es igual a v (x, y, 2).
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Segiin el principio de Fermat, la luz se propaga desde un punto A (x,, y,)
hasta otro B (x;, y;) por la curva para la cual sea minimo el tiempo T de paso
de la luz. Si la ecuacién de la curva buscada es y=y(x), z=2(x), entonces

Xy
T;\Vlnly +27
Soou(x, Y, ?)
Xo

El sistema de ecuaciones de Euler para esta funcional

WY TIVFET 4
B ¢ @ yTigeier
av]/mjd Z -0

sera precisamente el sistema que determine las lineas de propagacién de la luz.

§ 4. FUNCIONALES QUE DEPENDEN DE LAS
DERIVADAS DE ORDEN MAYOR QUE 1

Analicemos el extremo de la funcional
o[y )= Fx, g0, v (), ..., g (1) dx,

Xo

donde la funcion F se considerara derivable n-2 veces con res-
pecto a todos los argumentos, y supondremos que las condiciones
de frontera tienen la forma

y(x())_—: Yo, !/,(xo)":!/&’ L) y(n_l)(x()):y(()n_l);
yE) =y, Y=y, ..., Yy P (x)=y" ",
es decir, en los puntos froniera estin dados los valores no sélo

de las funciones, sino también de sus derivadas hasta de orden
n—1 inclusive. Supongamos que el extremo se alcanza en la curva

y=1y(x), derivable 2n veces. Sea y=y(x) la ecuacién de cierta
curva de comparacion, también derivable 2n veces.

Consideremos la familia monoparamétrica de funciones y(x, a) =
=y -raly(x)—y(x)], o bien y(x, &)=y(x)+ady. Para a=0,
y(x, )= y(x); para a=1, y(x, ®)=y(x). Si consideramos el valor
de la funcional v [y(x)] sélo en las curvas de la familia y = y(x, a),
entonces ésta se transforma en una funcion del parametro «, la
cual alcanza su extremo para o= 0; por lo tanto, %v [y (x, )] l =0.

A= 0

Esta derivada, de acuerdo con lo dicho en el § 1, se llama varia-
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cién de la funcional v y se designa por duv:

dv= [‘%S. F(X, y(x, a), y' ()C, a), ..., y(n) (x, oc))dx] —
a

X =0

- S (F,8y+ Fydy + Fypdy + ...+ F uydy™)dx.

Integremos por partes una vez el segundo sumando del segundo
miembro:

SF Sy’ dx = [F,dy]}! ( F,bydx,
el tercer sumando, dos veces:
Xy Xy
\ Furdy”dx— [Fy oy Vi— | 5 Furdy| "+ | 55 Fordyd,
Xy Xo
etc., el Gltimo sumando n veces:

Xy

' _ . d =9y | %1
§ P ymrby'™ di = [F 1)1 — [a; F 4 2>J T
Xo

(=1 ( & F by dx.

x 0

Tomando en cuenta las condiciones de frontera, en virtud de
las cuales las variaciones dy==0y =08y’'= ... == 6y‘” D=0 para
X=X, y para x=yx,, obtenemos por ultimo

Xy
S d dz , n d" \
Gv—é (Fy—afy'-kd—ﬁfy"j'-...ﬂ—l) 2 Fym ) Sy d.

Como en la curva que realiza el extremo se tiene
o d dz2 , dar
S0 = (Fy—gFut g Furt oo+ (= 1) Fym ) Sy dr=0
Xo
para funciones 8y arbitrarias, y como el primer factor bajo el
simbolo integral es funcién continua de x en la misma curva y=

=y (x), entonces, debido al lema fundamental, el primer factor es
idénticamente nulo:

dn
Fy—d-—xFy*—l—d—szy"-}— ...+(—1)"m—"Fy(,1)EO.
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De este modo, la funcién y=y(x) que realiza el extremo de la
funcional
Xy

oly(] §Fx, 0y, o -, y)dx

Xo

debe ser solucién de la ecuacidén

FomlFpr Epor =1y L F =0
y eV gty T T dxn gt —

Esta ecuacién diferencial de orden 2n recibe el nombre de ecuacién

de Euler-Poisson, y sus curvas integrales se denominan exfremales

del problema variacional considerado. La solucién general de esta

ecuacion contiene 2n constantes arbitrarias, las cuales pueden ser,

en general, determinadas a partir de las 2n condiciones de frontera:

Y ()= Yo, 4 (X0) = Yo, -y YTV (X0) = 4"
Yx) =y ¥ (X)=Y, -, Y V) =y"V.

Ejemplo 1. Hallar la extremal de la funcional
1
oly 1= { (1+52 dx
0

y(0)=0, y(O=1, yh=1, y =1L

2 ’
La ecuacion de Euler-Poisson tiene la forma ad—x?(Qy” =0, 6 y"V=0; su solu-

cién general es y=Cx34-Cyx24 Cyx+ C;. Utilizando las condiciones de frontera,
obtenemos
Cy=0, Cy=0, Cy==1, C;=0.

De esta manera, el extremo puede alcanzarse solo en la recta y=x.
Ejemplio 2. Determinar la extremal de la funcional

y
oly @)= @2 -yt ds
0

que satisface las condiciones
— ’ —_— / n - ’ ..I
yO)=1, y (0)=0, y\2)~-0, y <7>—-—"1-

La ecuacién de Euler-Poisson tiene la forma yw—y:O; su solucién general es
y=Ce*+Coe~*+Cycos x4 Cysenx. Utilizando las condiciones de frontera,
obtenemos C; =0, C,=0, C3=1, C4==0. De este modo, el extremo puede alcan-
zarse solo en la curva y=rcosx.

Ejemplo 3. Determinar la extremal de la funcional

!
vly ()= S <% uy”“rpy) dx
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que satisface las condiciones de frontera:
y(—0)=0, y' (=0=0, y()=0, y (h=0.

A este problema variacional se reduce la determinacién del eje de una viga
cilindrica eléstica deformada con exiremos fijos. Si la viga es homogénea, entonces
p ¥y p son constantes, y la ecuacion de Euler-Poisson tiene la forma

, d? "o . wv_. P
p—1~-dx2(py)_0, o bien y' ¥ — _E R
de donde
x* . 5 ‘
Y= _‘2)'74?; + Cx3 - Cox?-1-Cyx + Cy.
Utilizando las condiciones de frontera, se halla por altimo
P (232 2[4 i e P ey
y 24“(x 21252 4-14), o bien y 24”(x 2)2,

Si la funcional v tiene la forma
Xy
vy (x), z(x)] = SF(,\', wy, . .., y™m oz 2, ..., 2" dx,
variando s6lo y(x) y considerando z(x) fija, se halla que las

funciones y(x) y z(x) que realizan el extremo deben satisfacer la
ecuacion de Euler-Poisson
d . . dan
Fy_aFy'f e —(—l)nm
variando z(x) y considerando y(x) fija, cbtenemos que las mismas
funciones deben satisfacer la ecuacion

d . ,
Fz——d—sz"‘r cee (=1

Fy(u) = O;

dln
dxlll

De esta manera, las funciones z(x) e y(x) deben satisfacer el sis-
tema de dos ecuaciones

F oy =0.

d ! dn
b= fr— (=) gm F =0,
d . ‘ am
Fo—goFeoo o (=1 g F o =0.

En forma completamente analoga se puede razonar también al
analizar el extremo de una funcional que depende de un nimero
arbitrario de funciones:

Ul{Yy, Ysr oo os Yp) =

Xy
(r4) (n,)

= (F gt o g™ g v g,

o

4 (M)
s Yms Ymo o Ym™)dx.
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Variando sélo alguna y;(x) y conservando invariables las demas,
obtenemos la condicidon necesaria fundamental de extremo en la
forma

d , oan .
Fyi——d_xF.l/;+ e T(—l)"‘MFyﬁ.ni):o (L=1, 2, Ty m).

§ 5. FUNCIONALES QUE DEPENDEN DE FUNCIONES
DE VARIAS VARIABLES INDEPENDIENTES

Analicemos el extremo de la funcional
0z 0
viz(x, y) =SSF (X, Y, 2, a—i. 0-;) dx dy;
D

ademas, en- la frontera C de la regidén D los valores de la funcién
z(x, y) estan dados, es decir, estda dado un contorno alabeado C

A?

z=z(zy)

Fig. 6.13

por el cual deben pasar todas las superficies admisibles (fig. 6.13).
Jz

=9 La funcién
F se considerara derivable tres veces. La superficie z=2(x, y), en
la cual se realiza el extremo, se supondra derivable dos veces.
Consideremos nuevamente la familia monoparamétrica de super-
ficies z=12z(x, y, o) =z (x, y) + adz, siendo 6z2=72(x, y)—z(x, ¥), que
contiene, cuando =0, la superficie z=2(x, y), en la cual se
realiza el extremo y, para a=1, cierta superficie admisible z=
=72 (x, y). En las funciones de la familia z(x, y, @), la funcional v
se transforma en una funcién de «, la cual debe tener un extremo

. . . 0z
Para abreviar la escritura, designemos =P Y
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cuando a=0; por lo tanto, aoLv[z(x Y, )] 0—0 Llamando, de

acuerdo con el § 1, wariacion de la funczonal a la derivada de
v{z(x, y, )] con respecto a a cuando a=0, y designandola por
dv, tendremos:

b0 = { sl Fe gzt nm pn g @ q(n g @) dedy =
D

=0

= S S (F.02+F ,8p+ F 8q] dx dy,

D
dcnde
z(x, y, &)=2z(x, y)-+adz,
() )
px, y, a)=z—(xa)yc—a)=p(x, y)-+ adp,
a * I '
q(x, 9, a)zz—(xayy—“)w(x, y) -+ adg.
Como
O (F 82} = Z{F,}62--F,8
ox } 5)2{ p} Z- p P,
9 ]
{F 8z} = 3 {F,} 02+ F dq,
entonces

SS (F,8p -+ F8q)dx dy =
=({ [ {F bz }+a (F 62}] dx dy—
—SS [& p}+.6_y{Fq}] 82 dx dy,

donde (%{Fp} es la llamada derivada parcial completa o total con

respecto a x. Al calcularla, y se considera fija, pero la dependencia
de z, p y ¢ de x se toma en cuenta:

d . . 0z dp dq
s ifpt = prTFpZB}‘i“FppaxT quax
y anadlogamente

0 0z
a_y{Fq}:F‘w+F0¢E+quay+quay'

En virtud de la conocida férmula de Green

S((ax , ay)dxdy S‘(Ndy Mdx),
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se obtiene
0 7]
SS [a (F52) + 5, {anz}] dydy = g (F,dy—F,dx)6z=0.
D C

La ultima integral es igual a cero, debido a que en el contorno C
la variacion 6z=0, puesto que todas las superficies admisibles

pasan por el mismo contorno alabeado C. Por lo tanto,

Sg [F,8p + F 8q] dx dy — ~SS [z% {F,} +(%{Fq}:| Szdxdy,

y la condicién necesaria de extremo

SS (F,8z +F ,8p-+ F,5q) dxdy =0
D
toma la forma

S‘S‘ (Fz—a%{Fp}—% {Fq}> 8z dxdy=0.

Como la variacién 8z es arbitraria (a 6z se le imponen limitaciones
s6lo de caracter general con respecto a la continuidad y a la de-
rivabilidad, anulacién en el controno C, etc.) y el primer factor
es continuo, entonces, por el lema fundamental (pag. 302), en la
superficie z=2(x, y) que realiza el extremo sera

0 0 .
Fz—a{Fﬁ}'—b_y{Fq}=0'
Pcr consiguiente, z(x, y) es solucién de la ecuacion
d d
F,—&{Fp}—@{Fq}zo.

Esta ecuacién diferencial de segundo orden en derivadas parciales,
a la cual debe satisfacer la funcion z (x, y) que realiza el extremo,
lleva el nombre de ecuacién de Ostrogradski, en honor al eminente
matematico ruso M. V. Ostrogradski, quien la obtuvo por primera
vez en el afio 1834; sin embargo, para las regiones D rectangulares
se encontraba ya en los trabajos de L. Euler.

Ejemplo L
vz 1= | [(g;)u(g_;)] dx dy;
D

en la frontera C de la regién D se dan los valores de la funcién z: z=f(x, ¥).
La ecuacién de Ostrogradski en este caso tieme la forma

02z | 0%2

e Tap=
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o, en forma compacta,
Az=0,
es decir, es la conocida ecuacién de Laplace; ademds, hay que hallar la solucion
continua en D de esta ecuacién, que tome valores dados en la frontera de esta
region. Este es el llamado problema de Dirichlet, uno de los problemas funda-
mentales de la fisica matematica.
Ejemplo 2.

vlz @ p))= \\
la funcién z se da en la frontera de la region D. Laecuacion de Ostrogradskien
este caso tiene la forma

/0z

\ L2z f (x, y}dxdy;

Pz 0t
e tap =l 9

o, en forma compacta,
Az=f(x, y).

Esta ecuacion, llamada ecuacién de Poisson, se encuentra también con mucha
frecuencia en los problemas de la fisica matematica.

Ejem plo 3. El problema sobre la determinacién de la superiicie de area
minima, limitada por un contorno dado C, se reduce al analisis del minimo de

la funcional
S{z(x, y)l—\\ ]/1+’\gz> <%>2dxdy.

En este caso la ecuacién de Ostrogradskl tiene la forma

CY B N | o
VTR VT e

02z 0z\? 0z 02 0%z 02z /az
.—all-‘-(ﬁ.—y)}—?—————-f- [ \] 0,

ox? 0x 0y Ox 0y * Oy? 6x )

es decir, la curvatura media en cada punto es igual a cero. Es sabido que la
realizacion {isica de las superficies minimas son peliculas jabonosas, extendidas
sobre el contorno C.

o bien

Para la funcional
U [Z (xl’ X2y AR ] x")] =

-_SS - S F(xy, Xoy ooy X0 2, P1y Doy - .. P )dxdx, ... dx,,

Jdz . s .
donde p; = 5—, en base a la condicién necesaria fundamental de
it

extremo Sv==0 se obtiene, en forma completamente analoga, la
siguiente ecuacién de Ostrogradski:

F,— 2. . \Fod =

i=1
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a la cual debe satisfacer la funcién
2=2(Xy, Xy ..y X,)

que realiza el extremo de la funcional v.
Por ejemplo, para la funcional

du (Oui? | /du\
o= &)+ 5+ (&) avavee
la ecuacién de Ostrogradski tiene la forma

Fu | Ou, Pu_
oxt ' oy - 0z
Si la funcién subintegral de la funcional v depende de deriva-
das de orden mayor, entonces aplicando varias veces las transfor-
maciones empleadas al obtener la ecuacion de Ostrogradski obte-
nemos, como condicién necesaria de extremo, que la funcién que
realiza el extremo debe satisfacer una ecuacién analoga a la de
Euler-Poisson (pag. 317).
Por ejemplo, para la funcional

0z 0z @2 0%z Q%2
[2(t y) SF x _’/, ydx)d—yyaxaaxay ay)dxd_/

se obtiene la ecuacion

F) B > oo
Fz—a{F}/}—()—y{Fq}_'W{Fr} __ml“/{Fs} - ()yq{ t}_
donde
_ 0z 0z 0%z R _ 0%z
P=a 9 5 "= 3 ST a&xay ' Top-

La funcién que realiza el extremo de la funcional v debe satisfa-
cer esta ecuacion de cuarto orden en derivadas parciales.
Por ejemplo, para la funcional

v_‘gg‘[az\ ()z\ /OQZdedy,

ox? R \dxdy

la funcién z que realiza el extremo debe satisfacer la llamada
ecuacion biarmonica

04z 9 0% 04z , 0%z

o,\‘*—r %% Oy ki 6y‘

que habitualmente se escribe en forma compacta asi: AAz=0.
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Para la funcional

o= (32 + (3 2 5 1150 e

la funcién z(x, y) que realiza el extremo debe satisfacer la ecuacién
AAz=(x, y).
Los problemas sobre el extremo de la funcional

v——(S(()x —[—ay>dxdy

o de la funcional de forma mas general

o= (H(ax_ Sy —20—w [0 (22 avay,

dende p es un parametro, se reducen también a la ecuacion biar-
ménica.

§ 6. PROBLEMAS VARIACIONALES EN FORMA PARAMETRICA

En muchos problemas variacionales es cémodo buscar la solucién en forma
paramétrica. Por ejemplo, en el problema isoperimétrico (véase la pag. 289)
sobre la determinacién de una curva cerrada de anltud dada ! que delimite ‘el

area maxima S, no es cémodo buscar
Yy la solucién en la forma y=y (x), pues-
to que por el mismo sentido del pro-
blema la funcién y (x) no es uniforme
(flig. 6.14). Por esto, en el problema
considerado es conveniente buscar la
solucién en forma paramétrica: x=x (¢),
y=y(¢). En consecuencia, en este caso
hay que buscar el extremo de la fun-

cional
_Z
0 0
Six(t), 91 == S(xy y%) dt
Fig. 6.14 b
T

con la condicién l=SV§c2+y2 dt, donde ! es una constante.

0 .
Supongamos que al analizar el extremo de cierta funcional
X4

vy (D)= S F(x, 9, 4)dx

Xo

rccuita méds conveniente buscar la solucién en forma paramétrica, x=x(¢),
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y=y (f); entonces la funcional se reduce a la forma siguiente:

ty .
o @ vO1= | F(x0, 90, £0) k0
A

Obsérvese que la funcion subintegral obtenida después del cambio de variables

y‘(t)) .
F ) y{), —— ¢
<X() y{1) X0 x(?)
no contiene explicitamente a ¢ y es una funcién homogénea de primer grado de
homogeneidad con respecto a las variables xe y.
De este modo, la funcional v[x (), y (¢)] no es una funcional arbitraria de
la forma
1y
{owxm 00 x0, s a,
to

que depende de dos funciones x (f) e y(£), sino sélo un caso muy particular de
ésta, ya que su {uncién subintegral no contiene explicitamente a ¢ y es homo-

génea de primer grado de homogeneidad con respecto a las variablesx e y.
Si pasasemos a cualquier otra representacion paramétrica de la curva bus-
cada, x=x(v), y=y(r), la funcional v{x, y] se transformaria a la forma

Ty

5 F <x, Y, y_.) x.dv. Por lo tanto, la funcién subintegral de la funcional v no

Xz
To

cambia su forma al cambiar la representaciéon paramétrica de la curva. De este
modo, la funcional v depende de la forma de la curva, y no de surepresentacion

paramétrica.
No es dificil comprobar la validez de la siguiente afirmacién: si la funcién

subintegral de la funcional
4
ulx (), y(t)]:S(b ¢ x(t), y@t), x@), y@)adt

Ly

no contiene explicitamente a ¢ y es funcién homogénea de primer grado de ho-
mogeneidad con respecto a x e y, entonces lafuncional v [x (f), y (¢)] depende sélo
de la forma de la curva x=x (), y=y (!) y no de surepresentacion paramétrica.
En efecto, sea
¢y
olx (@), yO1={ O @, v, 20, BE)dt,

B

donde

D (x, y, kx, kY)=kD (x, y, X, y).
Pasemos a una nueva representacién paramétrica, haciendo

T=¢ ) (@) £0), x=x(1), y=y(1).
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Entonces

t, T d
jm(x ), y(@). x () y() dt:SMxm, YO, (M0, (D@ W)—'
ty To

En virtud de que @ es una funcion homogénea de primer grado de homogeneidad
con respecto a x e y, tendremos

O, 4 ¢ Yo O=¢ D (x, y, Xz, o),

de donde
N Ty
S D(x, y, x4, yg) db == S ® (x, y, x., y.)dr,
ty T
o sea, la funcion subintegral no cambia al cambiar la representacién paramétrica.
4, t,
— 1 . .
La longitud del arcoSV 2L y2dt*), el 4rea ?S(xy—yx)dt delimitada
1y to

por cierta curva, son ejemplos de tales funcionales.
Para hallar las extremales de las funcionales de la forma considerada

!

ol yol=§ Oy 5 it
to

donde ® es una funcién homogénea de primer grado de homogeneidad con res-
pecto a x e y, al igual que para las funcionales con funcién subintegral arbitra-
ria M (¢, x, y, x, y), hay que resolver el sistema de ecuaciones de Euler

d d
——D. =0 D,——P. =
M, T Dx 0; @ ai Iy 0.

Sin embargo, en el caso particular considerado estas ecuaciones no son in-
dependientes, puesto que deben satisfacerse, conjuntamente con cierta solucién
x=x(l), y=y(f), por cualquier otro par de funciones que den otra representacion
parametrica de la misma curva; en el caso de independencia de las ecuaciones de
Euler esto estaria en contradiccion con el teorema de existencia y unicidad de
la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales (véase la pag. 78). Esto
indica que para las funcionales de la forma

{4

ol y Ol ={ O x g, & ) dt,
Lo
donde @ es una funcién homogénea de primer grado de homogeneidad con res-

pecto a x e y, una de las ecuaciones de Euler es consecuencia de la otra. Para
hallar las extremales hay que tomar una de las ecuaciones de Euler e integrarla

*) La funcion V s +y~5" es una funcién homogénea positiva de primer grado
de homogeneidad, es decir, para ella la condicion F (kx, ky)=kF (x, y) se satis-
tace solo para k positivas; sin embargo, esto es suficiente para que se cumpla la
teoria expuesta en este paragrafo, ya que al efectuar el cambio de variables
1= ((), se puede considerar que ¢ (f) > 0.
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conjuntamente con la ecuacion que determina la eleccién del pardmetro. Por
. d ) e,
ejemplo, a la ecuacién @, —— D =0 puede agregdrsele la ecuacion £Hy=1,

lo cual indica que como parametro fue escogida la longitud del arco de la curva.

§ 7. CIERTAS APLICACIONES

El principio variacional fundamental en la mecéanica es el prin-
cipio de la accién estacionaria de Ostrogradski-Hamilton, el cual
afirma que entre los movimientos admisibles—es decir, compati-
bles con los enlaces—de un sistema de puntos materiales en reali-
dad se efectiia el movimiento que da un valor estacionario (o sea,
un valor que corresponde a un argumento para el cual la variacién
de la funcional sea igual a cero) a la integral

4
{(r—v)at,

ts

donde T es la energia cinética, y U, la energia potencial del sis-
tema.

Apliquemos este principio a algunos problemas de la mecanica.
Ejemplo 1. Dado un sistema de puntos materiales de masas m; (i=1,

2, ..., n) y con coordenadas (x;, y;, 2;) sobreelcual actiian las fuerzas F;, que
poseen una funcién de fuerza (potencial),—U, el cual depende sélo de las coorde-
nadas:
oUu oU _ou
Fi'”’~—'67[‘ Fty—__a_y[' F[z~—a*ziy

donde Fz, F;y y F;: son las coordenadas del vector 1?: que actiia sobre el punto

(x;, Y;, 2;). Hallar las ecuaciones diferenciales del movimiento del sistema. En
este caso, la energia cinética es

D o
g > mi( i3t 2),
i=1
y la energia potencial del sistema es iguai a U. El sistema de ecuaciones de
Euler para la integral
tl

S(T—U)dt
tO
tiene la forma
_W_dor_, _oU_dor , _0oU_ doT_,
Ox; dt gy, dy; dt gy, Oz; dt gz,

o bien . ; .
mx;—Fie=0; my;—F,y=0, miz;—F; ;=0
(i=1, 2, ..., n).
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Si el movimiento se sometiera ademas a cierto sistema de enlaces independientes

(P/(tv X1y Xoy oy Xy Yy Yoo ovvs Yns 215 29y <oy Z")=0
(Gi=1,2, ..., m m<3n),
entonces,‘a partir de las ecuaciones de losenlaces se podrian expresar m varia-
bles mediante 3n—m variables independientes (sin considerar el tiempo #), o ex-

presar todas las 3n variables por medio de 3n—m coordenadas nuevas, ya inde-
pendientes

41 G2, -5 Q3n—m-

Entonces T y U se podrian considerar también como funciones de

91 G2 --vy Gan—m, y de &
T=T 91 920 -+ 93n—m> 491> 925 -+ +» Q3n-m, £),
U:—‘U(ql' G2s +++» 435—m>» t)v

y el sistema de ecuaciones de Euler tendria la forma

oT—U) 09T .
0—%_507,70 (i=1,2 ..., 3n—m).

Ejemplo 2. Deduzcamos la ecuacién diferencial de las oscilaciones libres
de una cuerda.

Ubiquemos el origen de coordenadas en uno de los extremos de la cuerda.
La cuerda en estado de reposo se encuentra, bajo la accion de la tensién, en
cierta recta, por la cual dirigiremos el
u eje de las abscisas (fig. 6.15). La desvia-
cion de la posicion de equilibrio
u(x, t) es funcion de la abscisa x y

del tiempo f.

La energia potencial U de un ele-
mento de una cuerda absolutamente
flexible es proporcional al alargamiento

2 de la misma. E} segmento de cuerdadx
0 ! = en estado de deformacién tiene, con
exactitud de hasta infinitésimos de mayor

Fig. 6.15 grado , la longitud ds:l/h]—u;{2 dx
1g. 0. y, por lo tanto, el alargamiento del

u=u(zt)

elemento es igual a(l/l_}_u;z—l)dx. Segiin la férmula de Taylor,

V ) 1 .2
14+uy ~ l—}——2— Uy -

Considerando uy pequefio y despreciando las potencias de Uy mayores que 1,
se obtiene que la energia potencial del elemento es igual a -é—ku;zdx, donde %

es u{l factor de proporcionalidad, y la energia potencial de toda la cuerda es
igual a
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La energia cinética de la cuerda es
!
1 2
‘3 pug dx
0
t

donde p es la densidad. La integral S(T—U)dt tiene en este caso la forma

to
!
] 2 1 ’2
Gou — ku, | dxdt.
[

La ecuacion del movimiento de la cuerda serd la ecuacion de Ostrogradski para
la funcional v. De este modo, la ecuacién del movimiento de la cuerda tiene la
forma

t

Q
Il

to

0 ’ 0 B
?t (pu[) —a (kux) =0.

Si la cuerda es homogénea, entonces p y k son constantes, y la ecuacion de las
oscilaciones de la cuerda se simplifica:
0%u o0%u
Por —kam =0

Supongamos ahora que sobre la cuerda actiia ademés la fuerza exterior
f (¢, x), perpendicular a la misma en su posicion de equilibrio y calculada en la
unidad de masa. Como es facil comprobar, la funcién de fuerza de esta fuerza
exterior que actia sobre un elemento de la cuerda es igual a pf (¢, x) udx; por

t

consiguiente, la integral de Ostrogradski-Hamilton S (T—U)dt tiene la forma
to
4 1
| S
S g [7 pur— 5 ku’? + of (2, x) u] dx dt,
to ’
y la ecuacién de las oscilaciones forzadas de la cuerda es

) ~a ,
= (pui) — 32 (ku) —pf (¢, %) =0,

o bien, si la cuerda es homogénea,
u  k Qu
oz p ox?
En forma completamente analoga se puede obtener la ecuacién de las oscilacio-
nes de una membrana.

Ejemplo 3. Deduzcamos la ecuacion de las oscilacicnes de una varilla
recta. Dirijamos el eje de las abscisas por el eje de la varilla en su posicién de
equilibrio. La desviacion de la posicion de equilibrio u (x, t) sera funcién de x
y del tiempo ¢; la energia cinética de la varilla de longitud  es

=f(t, x).

i
! ): pu;z dx,

T= gb
v
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Consideraremos la varilla inestirable. La energia potencial de una varilla elastica
con curvatura constante es proporcional al cuadrado de la misma. Por lo tanto,
la diferencial dU de la energia potencial de la varilla es igual a

Iy 2
1 0x*

dU = k T o
E)

y la energia potencial de toda la varilla, la curvatura de cuyo eje es en general
variable, sera igual a
! 0tu :

1 ax*
0 l + 6x>

Supongamos que las desviaciones de la varilla de la posicion de equilibrio son pe-

. . I ou\? . .
quedas, y que se puede despreciar el término 3% ) ©n el denominador; entonces

{
|0, /3
U:—Q-Sk\()x,z) dx.
0

La integral de Ostrogradski-Hamilton tiene la forma
1

l 1] 1 "y i
SS [7 puf——~2— kuxxldx dt.
1y 0 ’

Por lo tanto, en el caso de las oscilaciones libres de una varilla elastica, ten-
dremos la siguiente ecuacion de movimiento:

) .2 “
= + = (kuxx)=0.
g Pua)+ 5z (ki) =0
Si la varilla es homogénea, entonces p y & son constantes, y la ecuacion se trans-

forma en

Ny Pu

Si sobre la varilla actia la fuerza exterior f (¢, x), es necesario considerar ade-
mas el potencial de esta fuerza (véase el ejemplo anterior).

El principic de la accion estacionaria puede ser aplicado a la
deduccion de las ecuaciones del campo. Consideremos un campo
escalar, veclorial o tensorial w—w(x, y, 2z, ¢). La integral
f

S(T—U)dt en este caso es igual, en general, a una integral cuéa-

Ly

druple con respecto a las coordenadas espaciales x, y y z y al
tiempo ¢ de cierta funcién L, llamada densidad de la funcion de
Lagrange o lagrangiano.
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, R s dw Oz de  dw

Comunmente el lagrangiano es funcién de w, Pl ki ek
dw Jdw Jw dw

L = L (w) (_)'; ) a'_y'3 'a? ’ T)Z)

y, por lo tanto, la accién tiene la forma

SgSSL(“ % % % %?)dxdydzdf- (6.3)
D

De acuerdo con el principio de la accién estacionaria, la ecua-
cién del campo es la ecuacion de Ostrogradski parala funcional (6.3):

0 ) P 9
Lw __(—;—X {Lrh} —-@ {Lp!} _ ()_Z. {Lﬂs} ——-m {L[u} —_ 0’

Jw ow Jw ow

Pi== 35 Pg‘—"Jy—v Ps™ 75, Ps=3F-

donde

EJERCICIOS DEL CAPITULO 6

1. Hallar las extremales de la funcional

oty=§ Y g,

2. Analizar el extremo de la funcional

Xy

Xg
3. Analizar el extremo de la funcional
1
ey @= (ot =2y dn YO =1 y()=2
0
4, Hallar las extremales de la funcional
Xy
oly (91— 9 (1 429 dx.
Xo
5. Hallar las extremales de la funcional
Xy
oly (9= { 2+ 209 — 1647 dx.
Xo

6. Hallar las extremales de la Tuncional

vy (x)]= S (xy’ -+ y'?) dx.

Xo
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7. Hallar las extremales de la funciona!
Xy I
g2
olg ()= | = ax.
Y
Xo

8. Hallar las extremales de la funcional

Xy
o[y ()= (424472 —2y sen x) dx.
Xo
9, Hallar las extremales de la funcional

Xy
oly (9= { (1692 —y2 42 dx.
xo
10. Hallar las extremales de la funcional

X4
o[y 1= @+ dx
Xo
11. Hallar las extremales de la funcional
Xy

oly (@, 2 () = { @ye—2 4y —2") dx.

Xo

12. Escribir la ecuacién de Ostrogradski para la funcisnal

ofz (x, yn—SS (&) —(Z)] axan

13. Escribir la ecuacion de Ostrogradski para la funcional

vlu(x v, 2)]:SS§ I(g—i)z-‘-<g > +<0u> +2uf (x, y, 2)] dx dy dz.
9oL

14, Hallar las extremales de fa funcional
x' e
vly 1= &5 dx.
x3
Xo
15, Hallar las extremales de la funcional

Xy

oly 1= (2 +v2+2e9 dx

Xo
16. Hallar las extremales de la funcional

Xy

vy ()= S (y2—y'?—2y sen x) dx.

Xo
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17. Hallar las extremales de la funcional

Xy

s na | 2
oty @)= [o+ W] o
¥
18. Hallar las extremales de la funcional
Xy
oly ()= { [ (V') +20° + 20y dx.
Xo
19. Hallar las extremales de la funcional

Xy

o[y (1= { (42 —2y')+ 522y sen ) d.

Xo
20. Hallar las extremales de la funcional
Xy

oly )= 10 +y2—29) dr.

Xo



CAPITULO 7

Problemas variacionales con fronteras
moviles y otros problemas

§ 1. PROBLEMA SIMPLE CON FRONTERAS MOVILES

En el capitulo 6, al analizar la funcional

Xy

Vs g Fx, y, y)dx
Xo
se supuso que los puntos frontera (x,, y,) y (x,, y,) estaban dados.
Supongamos ahora que uno o ambos puntos frontera pueden despla-
zarse. Entonces la clase de curvas admisibles se amplia: ademas
de las curvas de comparacion que tienen puntos comunes con la
curva analizada, se pueden tomar también curvas con puntos fron-
tera desplazados. »

Por esto, si en cierta curva y=y(x) se alcanza un extremo en
el problema con puntos frontera moviles, entonces con mayor razén
se alcanzard un extremo con respecto a la clase mas restringida
de curvas que tienen puntos frontera comunes con la curva y=y(x).
Por lo tanto, debe cumplirse la condicién necesaria fundamental
de extremo en el problema con fronteras inmodviles, es decir, la
funcion y(x) debe ser solucién de la ecuacién de Euler

d
Fy— = Fy=0.

De este modo, las curvas y==y(x), en las cuales se realiza el extremo
en el problema con fronteras mdviles, deben ser extremales.

La solucion general de la ecuaciéon de Euler contiene dos cons-
tantes arbitrarias, para cuya determinacion es necesario tener dos
condiciones. En el problema con puntos frontera inméviles dichas
condiciones eran

ylxg)=y, € yx)=y,.

En el problema con fronteras mdviles falta una o ambas condi-
ciones, y las condiciones que faltan para la determinacién de las
constantes arbitrarias de la solucion general de la ecuacién de Euler
deben ser obtenidas a partir de la condicién necesaria fundamental
de extremo: la igualdad a cero de la variacién 6.
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Como en el problema con fronteras méviles el extremo se alcanza
solo en las soluciones y==y(x, C,, C,) de la ecuacién de Euler, en
adelante se puede considerar el valor de la funcional sélo en las
funciones de esta familia. Entonces la funcional v[y(x, C;, C,)] se
transforma en funcién de los parametros C; y C, y de los limites
de integracion x, y x;, y la variacion de la funcional coincide con
la diferencial de esta funcion. Consideremos para simplificar que
uno de los puntos frontera, por ejemplo (x,, y,), esta fijo, y el otro,
(x4, 4,), puede trasladarse y pasar al punto (x;-+Axy, y,+ Ay,) o,
comoé generalmente se designa en el calculo variacional, (x,+4-06x,,
Y117 Opy).

Ly (246, 4+ O4)
(z4)
A
z
1)
Fig. 7.1

Consideraremos préximas a las curvas admisibles y=y(x) e
y=y(x)-- 0y si los mddulos de las variaciones dy y 6y’ son peque-
nos, asi como los médulos de los incrementos 6x; y &y, (los incre-
mentos &x, y 8y, son llamados generalmente variaciones de los
valores limite x; e y,).

Las extremales que pasan por el punto (x,, y,) forman un haz
de extremales y=-y(x, C;). En las curvas de este haz la funcional
v[y(x, Cy)] se transforma en una funciéon de C, y x. Si las curvas
del haz y=y(x, C,) no se cortan en un entorno de la extremal
considerada, entonces v[y(x, C,)] puede considerarse como funcién
uniforme de x; e y,, puesto que al dar x, y y, se determina la
extremal del haz (fig. 7.1), y con esto se determina el valor de la
funcional.

Calculemos la variacién de la funcional vy (x, C,)] en las extre-
males del haz y=y(x, C,) cuando el punto frontera se desplaza de
la posicién (xy, y;) a la (x; - 8x,, y;-i-Oy,;). Puesto que la funcional
v se transforma en funcion de x; e y, en las curvas del haz, su
variacion coincide con la diferencial de esta funcién. Separemos del
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incremento Av la parte lineal principal con respecto a 6x, e 8y,:

x;+0x, Xy
Av = S F(x, y+ 8y, y’-{—éy’)dx—gF(x, Y, y)dx=
X Xg
xy+6x,

= { F(x, y+8y, v +06y)de+

X1
Xy

+§IF @ g8y, o' +80)—F(x, 4, 9)]dx. (7.1)

Xo

El primer sumando del segundo miembro se transforma, mediante
el teorema del valor medio, en:
xy+0x,

F(x, y4+ 06y, y 4-0y)dx= F|c=x,406x0x;, donde 0<0<1.

En virtud de la continuidad de la funcién F, tendremos:
F{x:xl+96xl:F(x» Y, y’)lxle"{‘ep
donde &, — 0 cuando 8x, — 0 y &y, — 0.
De esta manera,
X, +0x,
F(x, y+4-08y, y' +8y")dx=F (x, y, y)e=x,0%, 1 £,8x,.

X,

El segundo sumando del segundo miembro de (7.1) se transforma de-
sarrollando la funcién subintegral por la férmula de Taylcr:

Xy

§[F @ y+8y, o +8y)—F(x, y, y)]dx=

Xo

=S[F.u(x, Y, Y)0y+Fy(x, y, y')8y'ldx+ Ry,

Xo

donde R, es un infinitésimo de orden mayor que 8y o 8y’. A su vez,
la parte lineal
§ (Fuby+Fyoy)dx

puede ser reducida, integrando por partes el segundo sumando de
la funcién subintegral, a la forma

[Fy'ay];;‘l“fgt (Fy—%F,/) Sy dx.
*o
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Los valores de la funcional se toman sélo en las extremales; por

d
lo tanto, F, —#; Fv=0. Como el punto frontera (x,, y,) esta fijo,
tenemos 6y |.~., = 0. Por consiguiente,

X1

§ (Fy8y+ Fydy')de=(F ] |ocs.

o

Obsérvese que 8y|.-r, 1o es igual a 8y, va que 0y, es el incre-
mento de y, al desplazarse el punto frontera a la posicién (x; + 6x,,
¥+ 8y,), mientras que 8y |,—,, es el incremento de la ordenada en

Ay
f'/x,*gz,,%-f&'_z/,)
£

F
B(zy,

x

0 Z, I,or,

Fig. 7.2

el punto x; al pasar de la extremal que pasa por los puntos (x,, yp)
y (%1, y;) a la extremal que pasa por los puntos (x,, y,) y (x; 4 x4,

41+ 0yy) (fig. 7.2).
Del dibujo se ve que BD = 8y|c=r,; FC=238y,;

EC~y (x)0x,; BD=FC—EC
o bien
6!/ lx:xlzrayl_y/ (xl) 6x1'

Aqui la igualdad apoximada se cumple salvo un infinitésimo de
orden mayor.
x+0x,

De este modo, tenemos definitivamente: S Fdx = F|c=x, 0xy;
Xy i
S[F (x, y+8y, y' +0y")—F (x, y, )] dx = Fy |car, (8y1—y’ (x1) 8%y),
doonde las igualdades aproximadas también se cumplen salvo infi-
nitésimos de orden mayor que 1 con respecto a 8x, y 8y,. Por lo
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tanto, de (7.1) se obtiene

80 == F [ oy, 0%, Fyy le=x, (01— (x;) Ox;) =
= (F_y/F!/') |X=x16x1 —f-' F!J' "V'—_X\ayl’
o bien
dv (%1, Y1) == (F—y'Fy) |x=x, dx, = F e=x, dY1,

donde v(x,, y,) es la funcion en que se transforma la funcional v
en las extremales y=—=y(x, C,), y dx,= Ax,=6x;, dy, = Ay, = by,
son los incrementos de las coordenadas del punto frontera. La con-
dicion necesaria fundamental de extremo 8v=0 toma la forma

(F_y'F!/') Ix:xnéxl T F!/' lx=x16y1 =" O' (7'2)

Si las variaciones 8x, y 8y, son independientes, de aqui se dedu-
ce que
(F—y'Fy)li=x,=0 y Fylece,=0.

Sin embargo, con mavor frecuencia hay que considerar el caso en
que las variaciones 6x, y Oy, son dependientes.

Supongamos, por ejemplo, que el segundo punto frontera (x,,
y,) puede trasladarse por cierta linea

Y1 =9 (xy).

Entonces oy, = ¢’ (x,) 6x, y, por lo tanto, la condicién (7.2) toma
la forma [F+1{@ —y')Fy)i=x,8x,=0, o bien, como 8x, varia ar-
bitrariamente, [F+ (¢ —y')F, ]i=r,=0. Esta condicién establece
una dependencia entre los coeficientes angulares ¢’ e y’ en el
punto frontera, y se llama condicion de transversalidad.

La condicién de transversalidad, conjuntamtente con la condi-
cion y, =@ (x,), permite en general determinar una o varias extre-
males del haz y=y(x, C,), en las cuales puede alcanzarse el extre-
mo. Si el punto frontera (x,, y,) puede trasladarse por cierta curva
Yo =P (x,), entonces se deduce, en forma completamente analoga,
que en el punto (xy, y,) también debe satisfacerse la condicién de
transversalidad

[F_(lp’_y,) Fy’]x:xoz 0.

Ejemplo 1. Hallar la condicion de transversalidad para las funcionales
del tipo

Xy
v:S A, )V 14y dx.
Xo
La condicién de transversalidad F+F,(¢"—y")==0 liene en este caso la forma

T Ayy oo A ) (1+¢'y)
_y'e . —=0: -
A 9V T4y +V1 e (9" —y")=0, o bien VT 0; supo
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niendo que A(x, y) # 0 en el punto frontera, obtenemos 14 y'q¢’ =0, ¢ bien
y'= ——, es decir en este caso la condicién de transversalidad se redujo a la
de ortogonalidad.

Xy

S————Vr? dx,

y(0)=0, y,~x,—5 (fig. 7.3). Las curvas integrales de la ecuacién de Euler
(ejercicio I, pag. 331) son las circunferencias (x—C;)*+ y*== C3. La primera con-
dicion de frontera da C,=C,. Como la condicién de transversalidad se reduce
para la funcional considerada a la condicién de ortogonalidad (véase el ejemplo
anterior), entonces la recta y,=x,—5 debe ser didmetro de la circunferencia

Ejemplo 2. Analizar el extremo de la funcional siendo

vl

Fig. 7.3 Fig. 7.4

y, en consecuencia, el centro de la circunferencia buscada se encuentra en el
punto (0,5) de interseccion de la recta y,==xy—5 con el eje de las abscisas.
Por lo tanto, (x—3)>+y%=25, o bien y=4 J 10x—x°. De esta manera, el
extremo puede alcanzarse sélo en los arcos de circunferencia y= J 10x—x2
e 1/1—1/-10,\'——,\'2.

Si el punto frontera (x;, y;) puede desplazarse sélo por una recta vertical
(fig. 7.4) y, por consiguiente, 6x;=0, la condicion (7.2) se transforma en
y le=x, 7

Sup:mgamos, por ejemplo, que en el problema de la braquistécrona (véase

la pag. 311) el punto frontera izquierdo esta fijo, y el derecho puede desplazarse
por una recta vertical.

7R —
Las extremales de la funcional v== S———~V 1_{_!/2 dx
;Y
ecuaciones, si se toma en cuenta la condicién y (0)=0, tendran la forma
x=Cy(t—sent),
y=C, (1 —cos ).
Para determinar C, se utiliza la condicion F, |, =0, que en este caso tiene

son cicloides, cuyas
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la forma

’

Y
VyVTity?i=z

de donde y’' (x;) =0, es decir, la cicloide buscada debe cortar la recta x=x,
bajo un angulo recto y, por lo tanto, el punto x=x,, y=y,; debe ser el vér-

=0’

Fig. 7.5

tice de la cicloide (fig. 7.5). Puesto que al vértice le corresponde el valor ¢=m,
entonces x;=C;w, Clz% . Por lo tanto, el extremo puede realizarse sélo en

J

la cicloide
S PR . Mg
x=—({—sent); y=-=(1—cost).

Si el punto frontera (x;, y;) en el problema sobre el extremo
X

1

de la funcional v= S F(x,y, y’)dx puede desplazarse por la recta

horizontal y=y,, entonces 8y,=0, y la condicién (7.2), o condi-
cién de transversalidad, toma la forma

[F—y Fylizr, =0.

§ 2. PROBLEMA CON FRONTERAS MOVILES PARA LAS FUNCIONALES
Xy
DE LA FORMA SF(x,y, 2, y, 2')dx
Xo
Si al investigar el extremo de la funcional
Xy
v= S F(x,y,2,4,2")dx
Xo
uno de los puntos frontera, por ejemplo B (xy, y,, 2;), se desplaza
y el otro, A(xy, Yy 2,), es inmoévil (o ambos puntos frontera son
moéviles), es evidente que el extremo puede alcanzarse sélo en las
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curvas integrales del sistema de ecuaciones de Euler
d , d
Fy—mFy=0; F,—FFr=0.

En efecto, si en cierta curva C se realiza el extremo del problema
con fronteras modviles, o sea, se alcanza un valor maximo o mi-
nimo de v con respecto a sus valores en todas las curvas cercanas
admisibles, entre las cuales hay tanto curvas que tengan puntos
frontera comunes con la curva C que realiza el extremo, como
curvas cuyos puntos frontera no coincidan con los puntos frontera
de la curva C, entonces con mayor razén en la curva C se alcanza
un extremo con respecto a la clase mas restringida de curvas cer-
canas que tienen puntos frontera comunes con la curva C.

Por consiguiente, en la curva C deben satisfacerse las condi-
ciones necesarias de extremo del problema con puntos frontera
inméviles y, en particular, la curva C debe ser curva integral del
sistema de ecuaciones de Euler.

La solucion general del sistema de ecuaciones de Euler contiene
cuatro constantes arbitrarias. Conociendo las coordenadas del punto
frontera A (xy, Yo, 20), que consideraremos inmdévil, se pueden, en
general, eliminar dos constantes arbitrarias.

Para determinar las otras dos constantes arbitrarias es nece-
sario tener dos ecuaciones mas, que seran obtenidas de la condi-
cion du=0. Ademas, al calcular la variacién consideraremos que
la funcional se da sélo en las soluciones del sistema de ecuaciones
de Euler, puesto que solo en ellas se puede alcanzar el extremo.
Entonces la funcional v se transforma en una funcién @ (xq, y,, 2;)
de las coordenadas x,, y, y z, del punto B(x, ¥, 2;), y la varia-
cién de la funcional se transforma en la diferencial de esta funcion*).

El calculo de la variacion de v puede realizarse en forma com-
pletamente igual a como se hizo en las péags. 335—338:

x,-l;‘ﬁx,
Av = ) F(x,y-t0y,z-+06z, y + 0y, 2"+ 062" )dx—
Xo
Xy
- S F(X, Y, 2, !//, 2’)dx:

Xo
xy+0x,

= S F(x,y+dy, 240z, y +8y', 2 +8z")dx+
—:—S [F ()C, !/“:' 6!/’ Z"}— 52’ y/+6y,7 Z’—{——(SZI)-—-F(X, !/, 2’ yl’ Z’)] d‘x‘
*) La funcién @ serd uniforme si las extremales del haz con centro en el

punto A no se cortan, puesto que entonces el punto B (xy, yy, 2;) determina
unfvocamente la extremal.
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Apliquemos el teorema del valor medio a la primera integral y
utilicemos la continuidad de la funcién F; tomemos en la segunda
integral la parte lineal principal mediante la férmula de Taylor.
Después de estas transformaciones, se obtiene

80 = F |es, 8x, + { [F 8y 4 F,82 4+ F, 8y = F,.82'] dx.

Xo

Integrando por partes los dos ultimos sumandos que estan bajo el
simbolo integral, tendremos:

Ov=Fle_y, Ox;+ [Fyby)emsx, + [Fyd2]ezv, +
T d d
+§ [(Fv—aﬂ,) Sy +- (FZ—EFZ,> az]dx.
Como los valores de v se calculan sélo en las extremales, entonces
d d
F},-—‘EF,/EO; Fz—(ﬁFz»EO
y por lo tanto,
dv=F 'x:xl (le + [Fy'ay]xzx’ - [Fz’(sz]x—_:x‘-
Razonando igual que en la pag. 337, se obtiene
8y ey, = Oy —y" (1) By y 82 ]emr, & 82y —2" (1) 61y
y, en consecuencia,
Sv=[F—y'Fy—2'F;)cex, 0%, Fyy |x=x, Oyy + Fy |¢oy, 62, = 0.

Si las variaciones 6x;, 8y, y 6z, son independientes, entonces de
la condicién dv=0 se obtiene

[F—y'Fy—2"F, )i, =0; Fylize, =0y Fyrliey, =0.

Si el punto frontera B(x, y,, 2,) puede trasladarse por cierta
curva Yy, =@ (x;); 2,=19(x,), entonces Oy, =¢ (x;)0x, y 8z, =
=’ (x;)0x;, y la condicién dv=0, o bien

(F—y' Fy—2"Fo)ymr, 861+ Fy [vax, Oy + For [y=r, 02, =0
se transforma en
[FA (@' —Y)Fy+ @ —2") Forliax, 65, =0
de donde, en virtud de la arbitrariedad de 6x;, obtenemos
[F-H@ —y)Fy + (' —2") Fzli=x, = 0.
Esta condicion se llama condicion de transversalidad en el pro-
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blema sobre la investigacion del extremo de la funcional

v= S F(x,y,2,y,2)dx.

Xo

La condicién de transversalidad, conjuntamente con las ecuaciones
Yr=¢ (%) Y z;==9(x,), da las ecuaciones que faltaban para deter-
minar las constantes arbitrarias en la solucién general del sistema
de ecuaciones de Euler.

Si el punto frontera B(x,, y;, 2,) puede desplazarse por cierta
superficie 2z, =@ (xy, y,), entonces 0z, ==, 6x; —-¢; 0y, y las va-
riaciones 6x, y Oy, son arbitrarias. Por lo tanto, la condicién
6v=0, o, en forma desarrollada,

[F—y' Fy—2"Folecx, 8%+ Fylrmx, 84y = For iy, 82, =0,
se reduce a la condicién

(F—y' Fy—2'Fo -+ @cFo]ems, 02+ [Fy -t Frgyle=x, 65, =0.

De aqui, debido a la independencia de (‘le y Oy, se obtiene,
[F—y' Fy -4 (9:—2) Fole=x, =0, [Fy + F2@y)x=y, = 0.

Estas dos condiciones, conjuntamente con la ecuacion z, =@ (xy, y,),

dan, en general, la posibilidad de determinar las dos constantes

arbitrarias en la solucién general del sistema de ecuaciones de

Euler.

Si el punto frontera A(x,, y, 2,) es mévil entonces, por el
mismo método, se obtienen en este punto condiciones completa-
mente analogas.

Si se considera la funcional

Xy
0= F (% 1 oy - s Yo U Yoo -+ -5 ),
Xo
entonces, sin cambiar el método de demostracién, se obtiene que
en el caso de que el punto B(x, Y11, Yay» ---» Ypy) S€8 mMOVil, en
este punto sera

Z%F:/ ) x=x, Oy + EFJ;'V x 0y =0.

i=1

Ejemplo 1. Hallar la codicion de transversahdad para la funcional

Xy
”““S Ay, ) VTITyTF2%dy, si 21=q(x;, 41).
Xo

Las condiciones de transversalidad
(F—y'F A (x—2) Folum =0 ¥ [Fyp+FpGylimy, =0



344 Capitulo VII. Problemas variacionales con fronteras méviles y otros

tienen en este caso la forma 1+(p;z’:0 e y'-l-(p_;,g’:O para x=x,, 0 bien
l ’

z : . .
=¥ _z_ para x=ux;, es decir, son las condiciones de paralelismo del

vector tangente 7(1, %', 2') a la extremal buscada en el punto (xy, y1, 2), ¥

— ,
del vector de la normal NV (¢x, ¢y, —1) a la superficie z=q (x, y) en dicho
punto. Por consiguiente, la condicién de transversalidad se reduce, en este caso,
a la condicién de ortogonalidad de la extremal a la
superficie z= @ (x, y).
Ejemplo 2. Hallar la distancia extremal entre
las dos superficies

2=¢(x, Y y z=v( y).

En otras palabras, hallar el extremo de la integral
X1

l=SV1—}—y’2+z’2dx bajo la condicién de que las

Xo
coorcenadas de uno de los puntos frontera, (xq, 4o, 2o)s
satisfagan la ecuacién z,=¢ (x4, y,), y las coordena-
das del otro, (x;, yy, z;), la ecuacién zy =1 (x;, ;).

Como la funcién subintegral depende sélo de y
y 2', las extremales son lineas rectas (véase el ejem-

Fig 7.6 plo 2 de la pag. 314). Como la funcional

Xy ES
SV1+y'2+z’2dx es un caso particular de la funcional SA(x, Yy, 2 X
Xo Xo
XV I fy?2fz2dx, considerada en el ejemplo anterior, entonces las condiciones
de transversalidad tanto en el punto (%o, g, 2o) como en el (xy, y;, 2;) se redu-
cen a las condiciones de ortogonalidad. Por lo tanto, el extremo puede alcan-
zare sélo en las rectas crtogonales tanto a la superficie z=¢(x, y) en el punto
(Xo> Yo» 20), como a la superficie z=1p (x, y) en el punto (xy, y,, 2;) (fig. 7.6).

Xy

Ejemplo 3. Investigar el extremo de la funcional v:S (y'2+2"242y2) dx,

’

Xo
siendo y (0)=0; z(0)=0 y pudiéndose desplazar el punto (x;, y;, 2;) por el plano
x=1x,. El sistema de ecuaciones de Euler tiene la forma z"—y=0; y"—2z=0,
de donde ylV—y=0; y=C,chx+Cyshx4Cycosx+Cysenx; z=y";, z=
=Cychx+Cyshx—Cjzcos x—C, sen x. De las condiciones y(0)=0y 2(0)=0 se
obtiene: C;+C3=0y C;—C3=0, de donde C,=C,=0. La condicién en el
punto frontera mdévil
(F—y’Fy,—z'Fz,)mx’(‘ixl—l—Fy, |x=x16y1—}-Fz, |x=x1621=0
se reduce a las condiciones
Fuleey, =0y F, le=x, =0

puesto que 8x,=0, y 8y, y 8z, son arbitrarios. En el caso considerado F, =2y,
F, =22'; por lo tanto,
Y (x)=0 y 2'(x)=0,
o bien
Cochxy;+Cycos ;=0 y Cychx,—C,cos 1 =0,
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Si cosx, # 0, entonces Co=C4=0 y el extremo puede alcanzarse sélo en la
. . 1
recta y=0; z=0. Si, en cambio, cosx;=0, o sea, x1=—2—+mt, donde n es un

entero, entonces C, =0, C, es una constante arbitraria, x=Cysenx, 2= —Cysenx.
No es dificil comprobar que en el (ltimo caso para cualquier C, la funcional
v=0.

§ 3. EXTREMALES CON PUNTOS ANGULARES

Hasta ahora hemos considerado problemas variacionales en los
cuales la funcién buscada y=y(x) se suponia continua y con de-
rivada continua. Sin embargo, en muchos problemas la tltima
exigencia no es natural; es mas,

en ciertas clases de problemas Y B(z,,4,)
variacionales la solucién se al- wolz
canza por lo general en extre- Alz,,5) b9t

males que tienen puntos angu-

lares. A estos problemas per-

tenecen, por ejemplo, los proble-

mas sobre la reflexion y sobre T g

la refracciéon de las extremales,

que son una generalizacién de los

problemas correspondientes sobre

la reflexion y refraccion de laluz.
Problema de la reflexién de las extremales.

Hallar la curva que realice el extremo de la funcional v=

=SF(x, y,y)dx y que pase por dos puntos dados A(x,, yo) ¥

Xo

Clz,y,)

X

Fig 7.7

B(x,, y,); ademas la curva debe caer en el punto B sélo después
de reflejarse en una linea dada y=¢(x) (fig. 7.7).

Es natural suponer que en el punto de reflexion C(x;, y1)
pueda haber un punto angular de la extremal buscada y, por lo
tanto, que en este punto la derivada izquierda y’'(x,—0) y la
derivada derecha y’(x,+0) en general sean diferentes. Por esto,
es mas comodo representar la funcional v[y(x)] en la forma

vy (x)]= S F(x,y, y)Ydx-+ S F(x, y, y)dx,

en cada intervalo x,<Cx<{x; y x, <<x<Cx, la derivada y'(x) se
supone continua y, en consecuencia, se pueden aplicar los resul-
tados obtenidos antes.
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La condicion necesaria fundamental de extremo Sv=0 toma

la forma
Xy Xo

80="5{ F(x,y,¢)dx+ 8 F(x, y, y)dx=0.
Como el punto (x;, y,) puede desplazarse por la curva y=gq(x),
Xy Xy

al calcular las variaciones 6S F(x,y, yYdx vy 65 F(x,y, y)dx

Xn X,
nos encontramos en las condiciones del problema con un punto
frontera mévil, que se mueve por una curva dada, y podemos
aplicar los resultados del § 1 (pag. 334). Es evidente que las cur-
vas AC y CB son extremales. En efecto, en estos segmentos
y=y(x) es solucion de la ecuacién de Euler, ya que si conside-
ramos que una de estas curvas ya fue hallada y variamos la otra,
el problema se reduce a hallar el extremo de la funcional S Fdx

Xo
X9

(o bien SFdx) en el problema con puntos frontera fijos. Por esto,

calculanalo la variacién de la funcional supondremos ya que ésta
se considera s6lo en las extremales que tienen el punto angular
C. Entonces

6S F(x’ Y, y/)dx: [F_‘T'((P,—'y/) F‘/'] x=x;—0 le

Xo

8§ Fx, g ) dx—=—[F +(@ —4) Fylims, 00 0%,
(véase la pag. 338), donde los simbolos x=x;—0 y x=x,+0
significan que se toma el limite de las magnitudes entre parén-
tesis a! tender al punto x; en el primer caso por la izquierda
(por el lado de los valores de x menores que x;), y en el segundo
caso por la derecha (por el lado de los valores de x mayores
que x,;). Como en el punto de reflexion es discontinua sélo la
derivada y’, entonces en el primer caso hay que tomar la derivada
izquierda en el punto angular, y en el segundo caso, la derivada
derecha.
La condicién dv=0 toma la forma

[FA@"—y") Fylemx,—0 86— [F (9" —y') Fylxmr,+06x,=0
0, como Ox, varia en forma arbitraria, entonces
[F (@' —4) Fylemr,0= [F (@ —y') Fylsmsr,s0s
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o bien
F(xy, yy, ¢y (x,—0)-+
H (X)) —y (51 —O0)Fy (X1, Y1, ¥ (x1—0)=F (x5, yy, ¥y (x,+-0)) +
Q" (X)) —y (%, -F0) Fiy (x, 1, ¢ (x1+0)).
Esta condicion de reflexién toma una forma especialmente simple
para las funcionales de la forma
U= S Ax, y)V 1= ydx,

mas precisamente:
A(xy, yy) [V Loy %—,TJ\le_():
=A(xy, y) l[l/—l A

o bien, simplificando y dividiendo entre A(x,, y,), bajo la
hipotesis de que A(x,, y,) 0,

I _{’_.(Plyl
Vity?

Designando por la letra o al angulo entre la tangente a la curva
y=¢(x) y el eje de las abscisas, y por B, y P, respectivamente

Ay

x=x,+0

Fig 7.8

a los angulos de inclinacion con respecto al eje de las abscisas
de las tangentes izquierda y derecha a la extremal en el punto C
de reflexién (fig. 7.8), obtenemos

Yy (=0 =tgh, ¢ (+0)=tgh; ¢ (x)=tga.
La condicién en el punto de reflexion toma la forma

l4-tga-tgh, Il-ttga-tgfh,

— sec B, sec By
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o, después de simplificar y multiplicar por cos a:
— cos (@ —f,) = cos (a —B,).

De aqui se deduce la igualdad de los angulos de incidencia y de
reflexion.

Si el punto se mueve en cierto medio con velocidad v(x, y),
el tiempo ¢ que transcurre al desplazarse un punto desde la
posicién A (x,, y,) hasta la B(x;, y,)

N B R
: ! y=p(z) . . Vl—}—y"-’
es igual a la integral ogxmdx,
Clz.4) que pertenece al tipo de funcionales
Alz,,4) Xy
_r consideradas S A, )V 1+FyHdxy,
o - Xo
por lo tanto, para cualquier ley de
Fis. 7.9 variacién de la velocidad v(x, y),
g

en el punto de reflexién el angulo

de incidencia es igual al de reflexion.
Si los puntos A, B y C estuvieran distribuidos de otro modo,
por ejemplo como en la fig. 7.9, entonces para obtener la misma
condicion en el punto de reflexién seria mas cémodo realizar el

¥i
y=¢(z)

A (‘rﬂryo)

™~
B(Iz:!,}\(ﬁ\z\ ﬁ, r

)
0 / -

Fig. 7.10

analisis en forma paramétrica, debido a que la funcion y=y(x)
es multiforme.
Refraccion de lasextremales. Supongamos que la fun-

X2

cién subintegral de la funcionalvzg F(x, 4, y')dx en la regién con-

siderada licne una linea de discontinuidad y=¢(x), y los puntos
frontera A y B estan situados a distintos lados de dicha linea
(fig. 7.10).
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Representemos la funcional v en la forma

Xy X

v:S Fy(x, g, y’)dx+S Fy(x, 4, y')dx,

Xo X1

donde F,(x, y, y')=F(x, y, y’) de un lado de la linea de discon-
tinuidad, y F,(x, y, ¥ )=F (x, y, y') del otro lado de la misma,

Supongamos que F, y F, son derivables tres veces. En el
punto C de intersecciéon de la curva buscada con la linea de
discontinuidad es natural esperar que haya un punto angular.
Los arcos AC y CB son evidentemente extremales (esto se deduce,
nuevamente, de que al fijar uno de estos arcos y variar sélo el
otro, se obtiene un problema con puntos frontera fijos). Por esto,
se pueden tomar como curvas de comparacién solo quebradas
compuestas por dos arcos de extremal; entonces la variacién, en
virtud de que el punto frontera C(x,, y,) puede desplazarse por
la curva y=¢(x), toma la forma siguiente (véase la pag. 338):

Xy Xz
60:65F1(x, Y, y')dx—{-ég Fyo(x, y, y)dx=

Xo Xy

= [F1+((P/_yl)Fly.']x=x1—0‘5x1_[Fz‘l‘(q’,_!/,) Foyle=rt0 81y,
y la condicién necesaria fundamental de extremo §v==0 se reduce
a la igualdad

[Fl—{_((P"“y,)Fly’]x:x,—O: [F2+((P'—y') FQy']x:x‘+0~

Como en el punto de refracciéon puede cer discontinua sélo y’,
entonces esta condicién de refraccion puede escribirse también en
la forma siguiente:

Fi(xy Y1y 4 (x,—0) +
(9" (x)—¥ (x;—0) Frp (x5, 4y, ¥ (x,—0))=
=F,(xy, yp, ¥ (x4-0)+
F (@ (x)—y" (x1+0)) Foy (x, 41, ¥’ (x,+ 0)).
Esta condicién de refraccion, conjuntamente con la ecuacién
y1=¢(xy), da la posibilidad de determinar las coordenadas del

punto C
Si, en particular, la funcional v es igual a

(A, VT y2ex=

= a0 pVTF7Rde+§ 4, x, »)V T 7dx,

Xo Xy
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entonces la condicién de refraccién toma la forma
14-¢'y’ 1+9'y

A X, )‘—’—_——‘_ “:A (x, y)'—:
oy 2 YT

o bien, conservando las notaciones de las pags. 347—348,

Yy (—0)=tgPh;, ¢y (x;+0)=1gP,, ¢'(xy)==tga, después de
simplificar y multiplicar por cosa, tendremos:

: ’
x=x,~-0 x=x,+0

N
cos (@ —Py) . As (x5, y1) o bien sen [Th(a— ﬁl)] _ A; (x1. 1)
cos (@—Ps) Ay (x1, 41) sen [_ﬁu(a_ﬁq)] Ay Gy, )
2 =

A

lo cual es una generalizacion de la conocida ley de refraccion de
la luz: la razén entre el seno del angulo de incidencia y el seno
del de refraccion es igual a la razdén entre las velocidades

1 1 .
v (%, Y) =T Y Uy (x, y):m (cfr. la pag. 348)

en los medios en cuya frontera tiene lugar la refraccion.

No debe pensarse que las extremales con puntos angulares
aparecen solo en los problemas de reflexién o refraccién de extre-
males. El extremo puede alcanzarse en extremales con puntos
angulares ain en los problemas sobre el extremo de la funcional

X4

vng(x, y, y)dx, donde la funcién F es derivable tres veces,

y las curvas admisibles deben pasar por los puntos frontera A vy
B, sin ninguna clase de condiciones
adicionales.

(29 Estudiemos, por . ejemplo, la fun-

» cional

2

o=y (1—yrds y(0)=0,4@)=1.
0
Fig. 7.11 Como la funcién subintegral es posi-
tiva, entonces v=0 y, por lo tanto,
si en cierta curva la funcional v=0, entonces en esta curva se
realiza con seguridad un minimo absoluto de esta funcional,
es decir, el valor minimo de la funcional en las curvas admisibles.
No es dificil ver que en la quebrada y=x cuando 0<Cx<Cl,
y=1 para | <x<C2 (fig. 7.11) la funcional v==0, ya que en esta
quebrada la funcién subintegral es idénticamente nula. Por con-
siguiente, en esta quebrada se realiza un minimo absoluto de la
funcional.

t
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El minimo absoluto de la funcional v=0 se alcanza también
en las lineas quebradas representadas en la fig. 7.13. Por otra
parte, es facil ver que en las curvas lisas*) los valores de la
funcional son estrictamente mayores que cero, a pesar de que
puedan hacerse infinitamente proximos a cero. En efecto, la funcién
subintegral se anula s6lo cuando y=x-~C,; o cuando y==C,; pero
las lineas formadas por segmentos de rectas de estas familias que
pasan por los puntos A(0, 0) v B(2, 1) pueden ser sélo quebradas.
Sin embargo, “alisando® los puntos angulares mediante la variacién
correspondiente de la funcion en un entorno arbitrariamente
pequerio de estos puntos, se puede obtener una curva lisa en la
cual el valor de la funcional se diferencie arbitrariamente poco
del valor de ésta en la quebrada. De este modo, v=0 es la cota
inferior de los valores de la funcional v en las curvas lisas; pero
esta cota inferior no se alcanza en las curvas lisas, sino en las
curvas lisas a trozos.

Hallemos las condiciones que deben satisfacer las soluciones
con puntos angulares del problema sobre el extremo de la funcional

Xy

v[y(x)]ng(x, y, y)dx. Es evidente que los arcos lisos que

forman la extremal quebrada deben ser curvas integrales de la
ecuacion de Euler. Esto se deduce de que si fijamos todos los
segmentos de la quebrada, a excepcion de uno, y variamos solo
éste, el problema se reduce al problema simple con fronteras
fijas y, por lo tanto, este segmento debe ser un arco de extremal.

Suponiendo, para simplificar la escritura, que la extremal
quebrada tiene sélo un punto angular **), hallemos las condiciones
que deben satisfacerse en dicho punto:

v:SgF(x’ 0. ¥)dx={ Fi, g, y)dxe SZF(x, 4, y)dx,

donde x, es la abscisa del punto angular (fig. 7.12). Considerando
que las curvas AC y CB son curvas integrales de la ecuacion de
Euler, y que el punto C puede desplazarse arbitrariamente, obte-
nemos, de acuerdo con el § 1, pag. 338:

80 =(F—y'Fy)|rzrx,-00x =~
4 Fy le=x,-0 8y, —(F—y' Fy)|iar,p0 06, —Fy [e=x,r0 8y, =0,

*) Véase la nota al pie de la pag. 24 (N. de la Red.).
##) Si hay varios puntos angulares, entonces a cada uno de ellos se le puede
aplicar el mismo razonamiento.
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de donde
(F—y'Fy)|e=x,~00xy + Fy [x=r,-0 8y, =
:(F“y/Fy')!x:x,+O (le - Fy',x:x,+06y17
o bien, como 8x, y 8y, son independientes, tendremos

(F—y' Fy)lemxico=(F—§ Fy) le=reto

Fy lX=xl—0= Fy 1x=x1+0-

Estas condiciones, conjuntamente con las condiciones de continuidad
de la extremal buscada, permiten determinar las coordenadas del
punto angular.

¥
B AY
w 8(2)
4 E(z‘pé‘z,,_y,q-é'y,)
x z
0 - 0 .
Fig. 7.12 Fig. 7.13

Ejemplo 1. Hallar las extremales quebradas (si existen) de la funcional
a

v=S (y'?—y?)dx. Escribimos la segunda condicién que debe cumplirse en el
0

punto angular, Fy/x=x,-0= Fy/x=x,+00, en este caso, 2y’ (x; —0) =2y’ (x,-+0),

de donde y’ (x;—0)=y’ (x;+0), o sea que la derivada y’ es continua en el

punto x;, y en el punto angular no. Por consiguiente, en el problema

considerado el extremo puede alcanzarse sélo en las curvas lisas.

Ejemplo 2. Hallar las extremales quebradas de la funcional
X

U=S y'? (1 —y')* dx. Como la funcién subintegral depende sélo de y’, entonces
Xo

las extremales son lineas rectas: y—=Cx--C (véase la pag. 308). Las condiciones
en el punto angular toman en este caso la forma

— g2 (1 =) (1 —2") r=rym0=— y'2 (1 —y') (1 — 3¢} lx=x,+0
2 (1—y") (1 —2") |e=r,—0=2y" (1 —y') (1 —2¢') }x=x, +0.

Estas condiciones, excluyendo la posibilidad trivial de que
Y (1 —0)=y' (x1+0),
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se satisfacen cuando
¥ (x—0)=0
¥ 6 +0=1,
Y (n—0)=1

Yy’ (1 +0)=0.

Por lo tanto, las extremales quebradas se pueden componer sélo de segmentios
de recta pertenecientes a las familias y=C,, e y=x-C, (fig. 7.13).

o bien

§ 4. VARIACIONES UNILATERALES

En ciertos problemas variacionales sobre el extremo de la
funcional o ([y(x)] pueden imponerse limitaciones a la clase de
curvas admisibles que les impida pasar por los puntos de cierta

Fig. 7.14

region R, limitada por la curva @(x, y)=0 (fig. 7.14). En estos
problemas, la curva C que realiza el extremo o bien pasa
enteramente fuera de la frontera de la regién R, y entonces debe
_ser extremal —puesto que en este caso la regién prohibida R no
influye en absoluto en las propiedades de la funcional y de su
variacién en un entorno de la curva C, y los razonamientos del
capitulo 6 siguen siendo véalidos —, o bien la curva C se compone
de arcos que se hallan fuera de la frontera de R y de partes de
dicha frontera. En este altimo caso surge una nueva situacion:
en las partes de la frontera de la region R son posibles sélo
variaciones unilaterales de la curva C, ya que las curvas admi-
sibles no pueden penetrar dentro de la regién. Las partes de la
curva que se encuentran fuera de la frontera de la regién R deben
ser, como antes, extremales, puesto que si variamos la curva C
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s6lo en este intervalo, que permite variaciones bilaterales, la
region R no influird en la variacion de y, y las deducciones del
capitulo 6 seguiran siendo validas.

De este modo, en el problema considerado el extremo puede
alcanzarse sélo en las curvas compuestas por arcos de extremales
y por partes de la frontera de la region R. Por consiguiente, para
construir la curva buscada que realiza el extremo, hay que obtener
las condiciones en los puntos de paso de la extremal a la frontera
de la region R que permitan determinar estos puntos. En el caso

Fig. 7.156

representado en la fig. 7.15, deben obtenerse las condiciones en
tos puntos M, N, P y Q. Obtengamos, por ejemplo, la condicién
en el punto M. Se podrian obtener analogamente las condiciones
en los demas puntos de paso de la extremal a la frontera de la
region.

Al calcular la variacién 8v de la funcional

Xy

v={F g, )dx={F (x, g y)d + [ Fx, g y)dx

Xo X

Xy

se puede considerar que la variacién se efecttia sélo por el des-
plazamiento del punto M (x, y) por la curva @ (x, y)=0, o sea,
se puede considerar que para cualquier posicién del punto M en
la curva ®(x, y)=0 el arco AM ya es extremal, y el segmento
MNPQB no se varia. La funcional

o= F(x, g, y)dx
tiene un punto frontera moévil que se desplaza por la frontera de
laregion R, cuya ecuacién es @ (x, y) =0, obien en forma resuelta —
en un entorno del punto M —con respecto a y: y=¢q(x).



§ 4. Variaciones unilaterales 355

Por lo tanto, de acuerdo con el § 1 (pag. 338)
6v; = [F + (@' —y') Fyli=x O%.

=

La funcional v,=\ F(x, y, y’)dx también tiene un punto

x|

frontera mévil (¥, 7). Sin embargo, en un entorno de este punto
la curva y=¢(x), en la cual puede alcanzarse el extremo, no se
varia. Por lo tanto, el cambio de la funcional wv,, al desplazarse
el punto (¥, 7) a la posicion (X +0x, y-+0y), se reduce sélo al
cambio del [imite inferior de integracion, y

Xy Xy

Av, = S F(x, Y, y’)dx—SF(x, Y, y,)dx_—_
X+6x x
X+6% x+ox .
== _S F(x, y, y')dx=— _S F(x, 9(x), ¢'(x)dx,

puesto que en el intervalo (X, X+ 0%) es y=¢(x).
Aplicando el teorema del valor medio y la continuidad de la
funcion F, se obtiene

Avy=—F (x, (x), ¢ (¥))]c=7 8% + B 0%,
donde p — 0 cuando 8% — 0.
Por lo tanto, 8v,=— F(x, @ (x), ¢ (x)) |x=; 0%,
bv=06v,-+- 6v, =
=[F(x, y, y)+©@ —y)Fy(x, ¥y, ¥))x=70%—
—F (%, 4, @) |s=7 8% = [F(x, 4, ¥')—F (x, 4, ') —
— W —9)VFy(x, ¥, Y ))x=7 %,
ya que y(x)=@(X). . _
La condicion necesaria de extremo 8u=0, debido a la arbitra-
riedad de 6x, toma la forma
(F(x, o ¥)—F(x, 4, @)= —9") Fy (v, 4, 9')]x=% =0.
Aplicando el teorema del valor medio, obtenemos
& =) Fyx, y, @9—Fp(x, 4, ¥))=3 =0,

donde ¢ es un valor intermedio entre ¢’ (X) e y'(X). Aplicando
nuevamente el teorema del valor medio, tendremos

W —9)q—Yy) Fywr (x4, Ple=z =0,
donde g es un valor intermedio entre ¢ e y’ (x). Supongamos que
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Fyy (%, y, q)=0. Esta hip6tesis es natural para muchos problemas
variacionales (véase el capitulo 8). En este caso, la condicién en
el punto M tiene la forma y (X)=¢'(x) (¢g=y sélo cuando
Yy (X)=9'(x), puesto que ¢ es un valor intermedio entre
Yy (0 y ¢ (x)

Por lo tanto, en el punto M la extremal AM y la curva de
frontera MN tienen una tangente comin (la tangente izquierda
para la curva y=y(x), y la derecha para la curva y=g¢(x)). De
este modo, la extremal es tangente a la frontera de la region R
en el punto M.

EJERCICIOS DEL CAPITULO 7

1. Hallar la solucién con un punto angular del problema sobre el minimo
de la funcional
4

o= =12 @ +1rds gO=0 y@=2
0

2. ¢ Existen soluciones con puntos angulares en el problema sobre el extremo
de la funcional

vy (x)]= S (WP+2xy—yhde,  yleo)=yo; Y (x)=y?

Xy

3. ¢ Existen soluciones con puntos angulares en el problema sobre el extremo
de la funcional

Xy
oly@={ W =6y dn yO=0; ylx)=u?
1]
4. Hallar la condicién de transversalidad para la funcional
Xy
oly (1= { A(rg) eV it y%dx, A ) 20,

Xo

5. Aplicando la condicién necesaria fundamental de extremo 8v=0, hallar
la funcién en la cual puede alcanzarse un extremo de la funcional
1
oly 1= -2 de ¥y O=y ©=0;
0
y(l):l—l(—); y' (1) no esta dado.
6. Hallar las curvas en las cuales puede alcanzarse un extremo de la funcional
10
ely@= yax y@©=0 ya0=0

]
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con la condicién de que las curvas admisibles no puedan penetrar dentro del
circulo delimitado por la circunferencia

(x—5)2+y*=9.
7. Hallar la funcién en la cual puede alcanzarse un extremo de la funcional

/4

vly (0)]= S (2—y?dx;  y(0)=0,

0

si el otro punto frontera puede deslizarse por la recta =

8. Aplicando sélo la condicién necesaria fundamental 6v=0, hallar ]a curva
en la cual puede alcanzarse un extremo de la funcional -

*1 2
oly(ol=§ Kl;,—”—dx; y (=0,

0

si el segundo punto frontera (x;, y;) puede desplazarse por la circunferencia
(x—9)2+y*=9.



CAPITULO 8

Condiciones suficientes de exiremo

§ 1. CAMPO DE EXTREMALES

Si en el plano (x, y) por cada punto de cierta regiéon D pasa
una y so6lo una curva de la familia y =y (x, C), se dice que esta
familia de curvas forma un campo en la region D, o, mas exacta-
mente, un campo propio. El coeficiente angular de la tangente p (x, y)
a la curva de la familia y=y(x, C) que pasa por el punto (x, y)

se llama inclinacion (o declive) del
y campo en el punto (x, y).

Por ejemplo, las rectas parale-
las y=x+C forman un campo
dentro del circulo x2+y2<1 (fig.

8.1), ysu inclinacion es p (x, y)=1.
/ Por el contrario, la familia de pa-

gd r rabolas y=(x—a)2 —1 (fig. 8.2
no forma un campo dentro del mis-
mo circulo, debido a que en su
interior las parabolas de la familia
considerada se cortan.

Si todas las curvas de la fami-
lia y=y(x, C) pasan por cierto

Fig. 8.1 punto (x4, y,), es decir, forman un

haz de curvas, entonces éstas con

seguridad nc forman un campo propio en la region D si el

centro del haz pertenece a ésta. Sin embargo, si las curvas del haz

cubren toda la region D y se cortan en su interior sélo en el centro

del haz, es decir, se cumplen las condiciones impuestas al campo

en todos los puntos distintos del centro del haz, se dice que la

familia y=y(x, C) forma también un campo, llamado en este caso
central, a diferencia del campo propio (fig. 8.3).

Por ejemplo, el haz de sinusoides y=Csen x forma un campo
central para 0<Cx<Ca, a < n (fig. 8.4). El mismo haz de sinusoides
forma un campo propio en un entorno suficientemente pequefio del
segmento 8 <Cx<Ca del eje de las abscisas, donde 6 >0, a<m

\
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(fig. 8.4). El mismo haz de sinusoides no forma campo en un en-
torno del segmento 0 << x < ay, 4, > 7, del eje de las abscisas (fig. 8.4).

A/
\ b \ ] ! .
\ \\ \ // / /
\ \ ! / .
\ \ \ / / /
\ / /
\ \ ! /
\ \ \ / /
\ \ \ / / /
\ \ / / /
\ \ \ / / /z
\ A\ 0 / /
\ \ ; /
\ \ / 7
\ \ / /
Ne Nl ~_ /7 /
\\~4 N —— \_/y\\.’//
Fig. 8.2

Si un campo central o propio esta formado por una familia de
extremales de cierto problema variacional, se llama campo de
extremales.

El concepto de campo se generaliza casi sin modificaciones también al caso

de un espacio de cualquier dimensién. La familia y;=y;(x, Cy, ..., C,)
(i=1, 2, ..., n) forma un campo en la regién D del espacio X, y1, ..., Yus
ky
Y
L
A
z
i e
Fig. 8.3 Fig. 8.4

si por cada punto de dicha region pasa una y sélo una curva de la familia
yi=y; (x, Cy, ..., Cp). Se llaman funciones de inclinacién del campo
Di (% Y1 Yau vy Yn) (6=1,2, ..., n) a las derivadas parciales de las funciones
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y; (x, C1,Cs, ..., C,) con respecto a x, calculadas en el punto (x, yy, yo, ..., Yn)
por consiguiente, para obtener p;(x, y;, Ys, ..., Yy,) hay que tomar
&% Vi (x, Cy, Cy, ... Cp) y sustituir Cy, Co, ..., C, porsus expresiones mediante

las coclardenadas X, Y1, Yo, +e« » Y- Enforma anéloga se define también el campo
central.

Supongamos que la curva y=y(x) es extremal del prcblema
variacional sobre el extremo de la funcional simple

X1

oy = F@x, g, y)dx

Xy

con puntos frontera A(x,, y,) v B(xy, y,) fijos. Se dice que la
extremal y=y (x) esta incluida en un campo de extremales, si ha sido
dada una familia de extremales y=y(x, C) que forma un campo,

v

a y=y(z)

Fig. 8.5 Fig. 8.6

contiene a la extremal y=y(x) para cierto valor C=C, y dicha
extremal no pertenece a la frontera de la region D en la cual la
familia y=y(x, C) forma un campo (fig. 8.5). Si el haz de extre-
males con centro en el punto A (x,,4,) forma un campo en un entorno
de la extremal y=y(x), que pasa por este punto, entonces con esto
se halla un campo central que contiene a la extremal dada y=y(x).
Como parametro de la familia se puede tomar en este caso el
coeficiente angular de la tangente a las curvas del haz en el punto

A(xy, o) (fig. 8.6).

Ejemplo 1. Se da la funcional
a
S (v —y?) dx;
0

se pide incluir el segmento de la extremal y=0 que une los puntos (0, 0)
y (@, 0), donde 0 <a <=, en un campo central de extremales. La solucién
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general de la ecuacién de Euler y"4-y=0 (véase la pag. 305, ejemplo 1) tiene
la forma y=C, cos x4 Cysenx. De la condicion de que las extremales pasen por
el punto (0, 0) se obtiene C;=0, y=C,senx; las curvas de este haz forman
un campo central en el segmento 0 <x<<a, a <x que incluye la extremal y=0

Ay
41#
Alz,y)
B(z,4)
2
0 Zy Z I T

Fig. 8.7

para C,=0. El pardmetro C, de la familia es igual a la derivada yy en el
punto (0, 0). Si en este mismo problema fuera a ==, la familia y=C, sen x no
formaria campo (véase la pag. 359 ).

Es sabido que dos curvas infinitamente cercanas de la familia
F(x, y, C)=0se cortan en los puntos de la curva C-discriminante,
la cual se determina por las ecuaciones

oF
F(x, y C)=0; ¢ =0-

Recordemos que en la curva C-discriminante se incluyen, en
particular, la envolvente de la familia y los lugares geométricos de
los puntos miltiples de las curvas de dicha familia. Si F(x, y, C)=0
es la ecuacion de un haz de curvas, su centro pertenece también a
la curva C-discriminante. Por esto, si se toma un haz de extre-
males y=y(x, C) que pasan por el punto (x,, y,) y se determina
su curva C-discriminante ®(x, y)=0, entonces las curvas proxi-
mas de la familia y=y(x, C) se cortaran en las cercanias de la
curva ®(x, y)=0. En particular, las curvas de esta familia préxi-
mas a la extremal considerada y=y(x), que pasa por los puntos
A(xo, Yo) Y B(xy, y1), se cortaran en puntos cercanos a los puntos
de tangencia (o de interseccién) de la curva y=y(x) con la curva
C-discriminante (véase la fig. 8.7, en donde la curva C-discri-
minante esta representada por una linea gruesa). Si el arco AB de
la extremal y=y(x) no tiene puntos comunes diferentes de A con
la curva C-discriminante del haz de extremales que incluye a la
extremal dada, entonces las extremales del haz suficientemente
proximas al arco AB no se cortan, es decir, forman un campo
central que incluye al arco AB en un entorno de este arco (fig. 8.8)
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Si el arco AB de la extremal y = y(x) tiene un punto comin A%,
diferente del punto A, con la curva C-discriminante del
haz y=y(x, C), entonces las curvas del haz préximas a y=y(x)
pueden cortarse entre si y con la curva y==y(x) en las proximi-
dades del punto A* y, en general, no forman campo (fig. 8.7). El
punto A* se llama conjugado del punto A.

El resultado obtenido se puede enunciar asi: para construir un
campo central de extremales con centro en el punto A que contenga
el arco AB de la extremal, es suficiente que el punto A* conjugado

4 Bz, 4,
ﬂ #*
A1z 3) —
2
0 z, z,  Z
Fig. 8.8

del A no pertenezca al arco AB. Esta condicion de la posibilidad
de la construcciéon de un campo de extremales que iicluya a la
extremal dada se llama condicion de Jacobi.

No es dificil formular esta condicién también en forma anali-
tica. Sea y=y(x, C) la ecuaciéon del haz de extremales con centro
en el punto A; el parametro C se puede considerar, para fijar ideas,
que coincide con el coeficiente angular y’ de las extremales del
haz en el punto A. La curva C-discriminante se determina por
las ecuaciones

A lo largo de cada curva fija de la familia la derivada % C) (;C €)

es una funcion sélo de x. Denotaremos abreviadamente por u dicha
dy (x, C) 2%y (x,C)

oC dCox *
Las funciones y=y(x, C) son soluciones de la ecuacién de Euler;
por lo tanto,

Fy (%, 5(x, C), 4 (xt, O)— o= F,, (1, 5 (x, C), 4 (x,C))==0.

funcién: u-==

, donde C esta dado; de aqui u,=

dy (x, C)

Derivando esta identidad con respecto a C y haciendo oC u,
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se obtiene
, d | ’
Fyyu+Fyy'u —'d—;(Fyy'u—r Fy'y’u )=O,
o bien
(F,o— L Fu—L(Fy u)=0
yroodx " W de\ Tyt )=

Aqui Fy (%, 4, ¥), Fyp(x, y, ¥) Yy Fpy(x, y, ') son funciones
conocidas de x, debido a que el segundo argumento y es igual a
la solucién y=y(x, C) de la ecuacion de Euler, tomada para el
valor C=C, que corresponde a la extremal AB. Esta ecuacién
lineal homogénea de segundo orden con respecto a u se llama
ecuacion de Jacobi.

Si | lucié __ Oy (x, C)d t ., 1 1

i la solucion u =-75~— de esta ecuacién que se anula en e
centro del haz para x=ux, (el centro del haz siempre pertenece a
la curva C-discriminante) se anula también en algiin otro punto
del intervalo x, <C x < x;, entonces el punto conjugado de A, que
se determina por las ecuaciones

y=y(x Cp) y 2ED_0, o bien u=0,

pertenece al arco AB de la extremal *). Si, en cambo, existe una
solucion de la ecuacion de Jacobi que se anule para x=ux, y no
se anule en ningin otro punto del segmento x, < x<Cx,, entonces
no hay puntos conjugados de A en el arco AB; la condicién de
Jacobi se cumple y se puede incluir el arco AB de la extremal
en un campo central de extremales con centro en el punto A.

Observacion. Se puede demostrar que la condicién de Jacobi
es necesaria para que se alcance un extremo, es decir, para la
curva AB que realiza un extremo el punto conjugado de A no
puede estar en el intervalo x, < x < x,.

Ejemplo 2. ¢Se cumple la condicién de Jacobi para la extremal de la
a
funcional v= g(y'z—y‘-’) dx que pasa por los puntos A0, 0) y B(a, 0)?
0
La ecuacién de Jacobi tiene la forma

d "o H " .
__Qu—_a;(Qu )=0, o bien " +u=0,

de donde
u=Cj sen (x—0Cy).

*) Obsérvese que todas las soluciones no triviales de una ecuacién diferen-
cial lineal homogénea de segundo orden que satisfacen la condicién u (xy)=0 se
diferencian entre si sélo por un factor constante no nulo y, por lo tanto, se
anulan simultaneamente.
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Como u (0)=0, entonces C;=0; u=Cysenx. La funcién u se anula en los
puntos x =k, donde & es un entero; por lo tanto, si 0 < a<mxn, lafuncién u
se anula en el segmento 0<Cx<Ca sélo en el punto x=0, y la condicién de
Jacobi se cumple. Si, en cambio, a=n, la funcién u se anula en el segmento
0<<x<<a también por lo menos en
el punto x=m, y la condicién de
Jacobi no se cumple (comparese con el
ejemplo 1, pag. 360).

Ejemplo 3. ¢Se cumple la con-
dicién de Jacobi para la exiremal de
la funcional

o [y (9] = S (5 4 y? %) dx
0

Fig. 8.9

que pasa por los puntos A0, 0) y
. B (a, 0)?

La ecuacién de Jacobi tiene la forma u”—u=0. Tomemos su solucion gene-
ral en la forma u=C, sh x+C,chx. De la condicién u(0)=0 se halla C;=0,
u=Cyshx. Las curvas del haz u=Cyshx cortan el eje Ox slo en el punto
x=0. La condicién de Jacobi se cumple para todo a.

§ 2. FUNCION E (x, y, p, y)

Sppongamos que en el problema simple sobre el extremo de la
funcional

Xy
U=SF 9, y)dx () =Yo Yy(X) =8
X¢
se cumple la condicién de Jacobi y, por consiguiente, la extre-

mal C que pasa por los puntos A(x, yo) y B(X1, 41 puede ser
incluida en un campo central con inclinacién igual a p(x, y)

(fig. 8.9)*). Transformemos el incremento Av:SF(x, Yy, y)dx—

C
-—SF(x, Y, ¥’ )dx a una forma mas cémoda para su estudio, para
C

determinar el signo del incremento Av de la funcional v al pasar

gella extremal C a cierta curva préxima admisible C. (Los sim-
olos

SF(x, Y, y)dx y SF(x, Y, y')dx
c o

) Se hubiera podido suponer que la extremal esta incluida no en un campo
central, sino en uno propio.
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representan los valores de la funcional U:S'F(x, Y, y')dx tomados
respectivamente por los arcos de las curvas C y C).
Consideremos la funcional auxiliar

S [F(x, Y, p)+ (%——p) F,(x, y, p)] dx,
¢

que se transforma en SF(x, Yy, y')dx en la extremal C, en virtud
¢

de que Z—g:p en las extremales del campo. Por otro lado, la
misma funcional auxiliar

S[F(x, Y, p)+(‘—j—f;—p) Fo(x,y, p)J dx,

. C
o bien

S[F(t 4o p)—pF,(x, y, Pldx+Fo(x, y, pdy  (8.1)

C

es la integral de una diferencial total. En efecto, la diferencial de
la funcién v (x, y), en la cual se transforma la funcional Uy (x)]
en las extremales del campo, tiene, segin el § I del capitulo 7
(pag. 338), la forma ’

do=[F(x, y, )=y Fy(x, y. y))dx~+Fp(x, y, y')dy,

y se diferencia sélo por la notacién del coeficiente angular de la
tangente a las extremales del campo de la expresién subintegral
en la integral auxiliar (8.1) considerada.

De este modo, la integral S[F(x, Yy, p)+(y —p) F,]ldx coin-
¢

cide con la SF(x, Y, y¥')dx en la extremal C, y como la funcio-
C

nal S[F(x, Y, p)+(y —p) F,]dx es la integral de una diferencial

C

total —y, por lo tanto, no depende del camino de integracién—,
entonces

§F(x, Y, y’)dx:S[F(x, Y P+ —p) Fy(x, y, p)ldx
C

no sélo para C=C, sino también para cualquier C.
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Por lo tanto, el incremento
Av = S F(x, y, y')dx—gF(x, Y, y)dx
& ¢
puede ser reducido a la forma siguiente:

do = F(x, g, y)dx—{[F(x, 9, D+ —p) Fo(x, 4, p)ldx=

) Cc

=\V[Fx, y, y)—F(x, y, p)—(y —p) F,(x, y, p)]dx.

9]

™

La funcién subintegral se llama funcion de Weierstrass, y se denota
por E(x, y, p, ¥'):

E(x, y, p, y,)ZF()C, Y, yl)"_’F(x’ Y, p)—(!/"“P) Fp(x) Y, p)
En estas notaciones

Av = S E(x, y, p, y')dx.

Xo

Es evidente que una condicién suficiente para que la funcional
v tenga un minimo en la curva C es que la funcién E no sea
negativa, puesto que si E>0, entonces también Av=0; y una
condicién suficiente para que tenga un maximo serd E <C0, debido
a que en este caso también Av<C 0. Para que haya un minimo débil
es suficiente que la desigualdad E(x, y, p, y')=0 (6 E<O0 en el
caso de maximo) se cumpla para valores dz x e y proximos al
valor de x e y en la extremal C investigada, y para valores de y’
cercanos a p(x, y) en la misma extremal, para que haya un mi-
nimo fuerte la misma desigualdad debe ser valida para las mismas
x ey, pero para y  arbitrarias, puesto que en el caso de un
extremo fuerte las curvas cercanas tendran direcciones arbitrarias
de las tangentes, y en el caso de extremo débil los valores de y’
en las curvas cercanas son préximos a los valores y'=p en la
extremal C.

Por consiguiente, las siguientes condiciones seran suficientes
para que la funcional v tenga un extremo en la curva C.

Para un extremo débil:

1. La curva C es una extremal que satisface las condiciones de
frontera.

2. La extremal C puede ser incluida en un campo de extrema-
les. Esta condicién se puede sustituir por la de Jacobi.

3. La funcién E(x, y, p, ') no cambia su signo en todos los
puntos (¥, y) préximos a la curva C, y para valores de y' cerca-
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nos a p(x, y). En el caso de minimo es E=0, en el caso de
maximo, E£<0.

Para un extremo fuerte:

1. La curva C es una extremal que satisface las condiciones de
frontera.

2. La extremal C puede ser incluida en un campo de extre-
males. Esta condicién se puede sustituir por la de Jacobi.

3. La funcién E(x, y, p, y) no
cambia su signo en todos los puntos AY
(x, y) proéximos a la curva C y para
valores cualesquiera de y’. En el caso B(a,8)
de minimo es E =0, en el caso de ’
maximo, E <C0.

Observacion. Se puede de-
mostrar que la condicién de Weier-
strass es necesaria. Mas exactamente, z
si en un campo central que incluya ¢ o
a la extremal C la funcion E tiene
signos opuestos en los puntos de la
extremal para ciertas y’, entonces no
hay extremo fuerte. Si esta propiedad tiene lugar para valores de
y' arbitrariamente préximos a p, tampoco hay extremo débil.

Fig. 8.10

Ejemplo 1. Investigar el extremo de la funcional
a
« U=Sy'3dx; y(0)=0, y(a)=b;
- 0
a>0, 5>0.
Las rectas y=C,x+ C, son extremales. El extremo puede alcanzarse sélo

2n la recta y:%— x. El haz de rectas y=C,x con centro en el punto (0, 0) forma
b .
un campo central que incluye a la extremal y=—x (fig. 8.10).
La funcién E es igual a

E(x, g, p, y)=y" —p*—3p* (4’ —p)=(y' —p)* (4’ +2p).
b .
En la extremal y::—z-x la inclinaciéon del campo es p=—>> 0, y si y' toma

b .

valores préximos a p==—, entonces E =0 y, en consecuencia se cumplen todas
a

las condiciones suficientes para que haya un minimo débil. De este modo, en

la extremal y::%x hay un minimo débil. Si, en cambio, y' toma valores

arbitrarjos, entonces (y'+2p) puede tener cualquier signo y, por lo tanto, la
funcién E no tiene signo constante; no se cumplen las condiciones suficientes
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para que haya un minimo fuerte. Si se toma en cuenta la observacién de la
pag. 367, se puede afirmar que no hay minimo fuerte en la recta y::% x.

Ejemplo 2. Analizar el extremo de la funcional
a
§ @ =y tyyrde yO©=0; y@=b a>0 y b>0,
0
en la clase de las funciones continuas con derivada primera continua.

Las rectas y=Cyx+C, son extremales. La recta y:%x satisface las con-

diciones de frontera, y se incluye en el haz de extremales y=C,x que forman
un campo central. La funcion E es igual a

Ex, y, p, y')=6y"—y" 4 yy' —6p>+ p*—
—yp— —p)(12p—4p>+y)= — (' —
—p) Ly + 20y’ — (6—3p?)).
El signo de E es opuesto al sigro del altimo
factor

y'*+2py’ —(6—3p?).

Este factor se anula y puede cambiar su signo

sélo cuando y' pasa por el valor y'=—p+

+V'6—2p% Para 6—2p2<0 6 p=V 3,

para toda y’ tendremos [y'®+2py’ —(6— 8p2)]>

Fig. 8.11 =0; si, en cambio, 6— 2:>06p<V 3,

expresion y'*+2py’ — (6 —3p?)] cambia su 51gno

Si en este caso y’ se diferencia suficientemente poco de p, la Gitima expresién

mantiene su signo positivo p > 1, v negativo para p < 1.

Por lo tanto, para p_i <16b<a se tiene un minimo debll puesto
que E =0 para valores de y’ préximos a p; para p:%— >16 b >a se tiene
un maximo débil. Para p:—Z—;V? se tiene un maximo fuerte, ya que

E < 0 para valores cualesquiera de y’. Para p:% <V '3, en virtud de la

observacién de la pag. 367, no hay ni minimo fuerte ni maximo fuerte (fig. 8.11).

Incluso en los ejemplos citados mas arriba, sumamente sim-
ples, el estudio del signo de la funcién E causé ciertas dificulta-
des; por esto, seria conveniente sustituir la condicion de que la
funcion E tenga signo constante por otra, de mas facil comproba-
cién. Supongamos que la funcion F(x, y, y') es derivable tres
veces respecto al argumento y’. Segin la fo’rmula de Taylor,

F(x, 4, 9)=F(x y, )+ —p) F,(x, y. p)+ L5 ”) Fyy (%, 9, 9),
donde ¢ esta contenido entre p e y'.
La funcién

E(x, Y, p, Y)=F(x, Y, !/')—F(x» Y, p)_(y’—p)Fp(x’ Y Pk
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luego de sustiuir F(x, y, y’) por su desarrollo mediante la for-
mula de Taylor, toma la forma

! )2
E(x, y» py y,):(y 91 p) Fy’y'(x: !/, q)'

De aqui se ve que la funcién E conserva su signo si F,,.(x, y, q)
lo conserva. Al estudiar el extremo débil, la funcién F,., (x,y, q)
debe conservar su signo para valores de x e y en los puntos cer-
canos a los puntos de la extremal que se investiga, y para valo-
res de g proximos a p. Si F,,(x, y, y')==0 en los puntos de la
extremal C, entonces en virtud de la continuidad esta derivada
segunda conserva su signo en los puntos préximos a la curva C,
y para valores de y’ préximos a los valores de y" en la curva C.
De este modo, al estudiar un minimo débil la condicién E =0
puede ser sustituida por la F,, >0 en la extremal C; al estudiar
un maximo débil, la condicion E<CO puede sustituirse por la
Fpp<0en la curva C. La condicion F,, >0 (6 F, . <0) se
llama condicion de Legendre *).

Al estudiar un minimo fuerte la condicién E =0 puede susti-
tuirse por la F,,(x, y, ¢)=0 en los puntos (x, y) préximos a los
puntos de la curva C para valores arbitrarios de g. En este caso se
supone, claro estd, que el desarrollo mediante la férmula de
Taylor

’ ! ’ ' (y,_p)z
F(x,y,9)=F& y, )+ —p) F, (%, 4, D)+ Fpy (%, 4, 9)
tiene lugar para y’ cualesquiera. Al estudiar un maximo fuerte se
obtiene la condicién F, (x, y, g)<<0, bajo las mismas suposi-
ciones respecto a la region de variacién de los argumentos y a la
validez del desarrollo de la funcion F(x, y, y’) por la férmula de
Taylor.

Ejemplo 3. Analizar el extremo de la funcional

a

vly@l={ =) dx, a>0 y©=0, y@=0.
; .

La ecuacién de Euler tiene la forma y"4y=0; su solucién general es y=
=C, cos x4+ C,senx. Utilizando las condiciones de frontera, se obtiene C;=0
v C,=0, si a # kn, donde % es un entero.

De este modo, si a # kn, el extremo se puede alcanzar sélo en la recta
y=0. Si a < m, el haz de extremales y==C, sen x con centro en el punto (0, 0)
forma un campo central. Si a > x, la condicion de Jacobi no se cumple (véase
la pag. 359).

*) La condicifén Fyryr >0 (6 Fyryr < 0) se llama con frecuencia condicién
reforzada de Legendre, y se llama condicion de Legendre la desigualdad
Fyy =0 (6 Fyy <),
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Como la funcién subintegral es derivable tres veces con respecto a y’ para
y’ cualesquiera y Fyy»=2 >0 para valores cualesquiera de y’, entonces en la
recta y=0, para ¢ < m, hay un minimo fuerte. Si se tiene en cuenta la obser-
vacion de la pag. 363, se puede afirmar que para a > m no hay minimo en la
recta y==0.

Ejemplo 4. Analizar el extremo de la funcional

Xy

/rl ’2
v[y(x)]:gl—'{__y_dx, y(0)=0, y(x)=y
J Vi
0
(véase el problema de la braquistécrona, péag. 311). Las extremales son las
cicloides
x=C, (f—sen t)+C,,
y=0C, (1 —cos ).
El haz de cicloides x=C,; ({—sent#), y=C,;(l—cos?) con centro en el punto

[y
Fig. 8.12

(0, 0) forma un campo central que incluye la extremal
x=a(l—sent), y=a(l—cost),
donde a se determina de la condiciéon de que la cicloide pase por el segundo

punto frontera B (xy, yy), si x; < 2ma (fig. 8.12).
Se tiene

Y 1
Fy'—:—:'T—__'; Fy'y’—-—'_—ﬁ'>0
VyVity® Voy(l4y%""
para y' cualesquiera. Por consiguiente, para x; < 2na hay un minimo fuerte en
la cicloide
x=a(t—sent), y=a(l—cos{).
Ejemplo 5. Analizar el extremo de la funcional
a
viy(x)]= S y'dx; y(©0)=0, y@=b, a>0, b>0.
0

Este ejemplo fue resuelto en la pag. 367 , pero ahora se puede simplificar el
estudio en lo que se refiere a un extremo débil.
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Las extremales son lineas rectas. El haz y=Cx forma un campo central que

incluye la extremal y:%x. En la extremal y=%x la derivada segunda es

b
Fy'y'ZGyIZGE > 0. En consecuencia, en la recta y-—_-%x hay un minimo

débil. La derivada segunda Fy-,» =6y’ no mantiene su signo constante para y’
arbitrarias; por lo tanto, las condiciones suficientes para que haya un minimo
fuerte indicadas mé&s arriba no se cumplen. Sin embargo, de aqui no se puede
aun concluir que no hay un extremo fuerte.

Fig. 8.13
Ejemplo 6. Analizar el extremo de la funcional
a
u[y(x)]=g_{/?dx; g =1, y@=b a>0, 0<h<l.
y
0

La primera integral de la ecuacién de Euler (véase el caso 5 en la pag. 309)
tiene la forma

Yy 24 _¢, o bien Y =4Cy;
y,z y'a

extrayendo la raiz cuadrada, separando variables e integrando, se obtiene
y=(C1x+C,)?, que es una familia de parabolas. De la condicién y(0)=1 se
halla C,=1. EI haz de pardbolas y=(C,;x+ [)? con centro en el punto A (0,1)
tiene la curva C,-discriminante y=0 (fig. 8.13). Por el punto B (a, b) pasan
dos parabolas de este haz. En el arco AB de una de ellas (Ly) se encuentra el
punto A* conjugado del A; en el otro (L,) no hay puntos conjugados y, por lo
tanto, la condicién de Jacobi se cumple en el arco L,, y en este arco de para-
bola puede haber un extremo. En un entorno de la extremal estudiada se tiene

Fyry =—6% >0 para y’ arbitrarias; sin embargo, en base a esto no se puede
Y

aun afirmar que en el arco L, hay un minimo fuerte, debido a que la funcién
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F(x, y, y’)=% no puede ser representada en la forma
Y

F o 4)=F (5 4 0+ —p) Fplto s p)+Y 2_,”)2 Fyry (%, 4, q)

para valores de y’ arbitrarios, ya que la funcién F(x, y, y’) es discontinua para
y =0. Se puede afirmar solamente que en L, hay un minimo débil, puesto que
para valores de y’ cercanos a la inclinacién del campo en la curva L, tiene
lugar dicho desarrollo de la funcién F (x, y, y') por la férmula de Taylor. Para
un estudio completo del extremo de esta funcional es necesario considerar la
funcién E (x, y, p, ¥'):
2 , /_ 2 2 ’
E(x y p, y')=%—;ﬂ—+~p§— (v —p) =2 Z),z;,y 0,

Como el factor (24’ +p) no mantiene su signo constante para y’ arbitrarias, se
puede afirmar, en virtud de la observacion de la pag. 367, que no hay un
minimo fuerte en el arco L,.

La teoria expuesta se generaliza sin cambios sustanciales a las funcionales
de la forma

X4
v[.’/h Yy ceey yn]:SF(x' Y Yo oo s ynv Y1y Yor e e yﬂ)dx;
Xo
Yi (Xo)=Yio» Yi(x)=yn (i=1,2, ..., n).
La funcién E tiene la forma
E=F(x, Yy Yas « v oy ynn y'l: y?v ey y;l)"F(xv yl' !/2, LR} ym Pp Pz, e

n
Yy
ey pn)—21 (y‘_pl) Fp" (X, Y1, Yoo +ovs Ynr P P2y ---» P,;),
i=

donde p; son las funciones de inclinacién del campo, al cual se le imponen
ciertas limitaciones (bajo estas limitaciones el campo se llama especial).
La condicién de Legendre Fyry» ==0 se sustituye por las condiciones siguien-
tes:
F..,F,, F ..
Vi1 Yy . Makn

F..F.,, y',F'y' Fy'y/ -0

Yy 9y vy ey )

F =0 191 192 =0 R 291 272 e/n | =
v =% \F ., F ., | 7 T e e e e
YUy Yol | e e e e e e e e e
F. .F.., .o
Yp¥r Yn¥p 0 Yn¥a

Las condiciones suficientes de minimo débil se pueden obtener tanto para el
problema simple como para otros méas complejos por otro método, basado en el

estudio del signo de la segunda variacién. )
El incremento de la funcional en el problema simple se puede reducir,

mediante la férmula de Taylor, a la forma siguiente:
X1
do= ([F(x, y+y, ¥/ +85)—F (x, 4, ) dr=

Xo

I Xy
1 ’ '
= S (Fy 8y-+F,.8y") dx+—2— S [Fyy6y2+2fyy'5y 8y’ 4 Fyry8y"*1 dx + R,
Xo

Xo
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donde R tiene orden mayor que 2 respecto a 8y y 8y’. Al investigar un extremo
débil 8y y Oy’ son suficientemente pequenias, y en este caso el signo del incre-
mento Av se determina por el signo del término que se halla en el segundo
miembro y contiene las potencias menores de Oy y 6y’. En las extremales la
primera variacién sera

Xy
§ (Fy0y+ Fyby) dx=0

Xo

y, por lo tanto, el signo del incremento Av coincide en general con el de la
segunda variacion
Xy
8% = S (Fyy 852 +2F yyr8y 8" + Fypryr 8y dx.

Xo

La condicién de Legendre conjuntamente con la de Jacobi son precisamente
condiciones que aseguran que el signo de la segunda variacién sea constante vy,
conjuntamente con esto, sea constante el signo del incremento Av en el problema
sobre un extremo débil.

En efecto, consideremos la integral

Xy

S [0 (x) 842 2w (x) 8y By’ ] dx, 8.2)
donde ® (x) es una funcifion derivable arbitraria. Esta integral es igual a cero:
Xy Xy
g [0 (x) 842 426 (x) by Sy’ dx = S d (@dy2) = [0 (x) 42} =0
Xo Xo

(puesto que Gylxnzﬁy]x‘=0).

Sumando la integral (8.2) a la segunda variacién, se obtiene

Xy
= S [(Fyy+0") 8y +2(F )by by 4+ F ., 8y’?) dx.

Xo
La funcién w(x) se escoge de modo que la funcidn subintegral se trans-
forme, salvo un factor, en un cuadrado perfecto. Para esto la funcién o (x)
debe satisfacer la ecuacion
Fy'y’ (Fyy+(0’)—(Fyy'+(D)2:0.

Con la funcién o elegida de este modo, la segunda variaciéon toma la
forma

X
62{]:5‘ Fy/y/ (6!/’ _l_%%ﬁy)- dx
Xp A -

y, en consecuencia, su signo coincide con el de Fy .
Sin embargo, esta transformacion es posible sélo bajo la hipdtesis de que
la ecuacién diferencial

Fyy (@ 4+ Fpp))—(Fyy +-0)2=0
tenga una solucién derivable w(x) en el segmento (x,, x,).
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Transformando esta ecuacion a nuevas variables mediante la sustitucién
’

u
0= —Fyy—Fyy —,

donde u es una nueva funcién incognita, se obtiene
d A d
Fyy— = Fyy |u——(Fyyu') =0,
(PP ) o
que es la ecuacién de Jacobi (véase la pag. 363).
Si existe una solucion de esta ecuacién que no se anule para x, < x << x,,
es decir, si se cumple la condicién de Jacobi, existe, para dichos valores de x,

una solucién continua y derivable
!

u
(O] (x) = —Fyy—Fy’y' 7
de Ta ecuacién
Fyy (Fyy+0')—(Fyy +0)*=0.
De este modo, las condiciones de Legendre y de Jacobi aseguran la constancia

del signo de la segunda variacién y, por consiguiente, son condiciones suficien-
tes de minimo (Fyy > 0) 0 méaximo (Fyy < 0) débil.

§ 3. TRANSFORMACION DE LAS ECUACIONES DE EULER
A LA FORMA CANONICA

El sistema de n ecuaciones de Euler (véase la pag. 312)
d .
Fyi—EVFy;‘:O (i=1,2, ..., n (8.3)

se puede sustituir por un sistema de 2n ecuaciones de primer
orden. Haciendo en (8.3)

Fyo=q, k=1,2, ..., n), (8.4)
se obtiene

qu o aF o

P k=1, 2, ..., n). (8.5)

Ahora resolvemos el sistema de ecuaciones (8.4) con respecto a yp
(para que esta resolucién sea posible supondremos que

D(F,, F. ... F,)
121 5”2 ’yn ;EO),
D(ylv y2’ DR yll)
Y= (X, Y5 ) (8.6)

donde
0, (X, Y5y )= 0x (X, Y1 Yoo -+ s Yu» Guo Gor -5 Gu)
y sustituimos (8.6) en (8.5). Entonces se obtiene un sistema de 2n
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ecuaciones de primer orden en la forma normal:

dy
d—;:mk (x’ Ys» qs)’

dgr_ JOF
dx — \0y,f"
Aqui y en lo sucesivo las llaves indican que en los paréntesis

se ha sustituido y, por w,(x, ys 4s)
Mediante la funcién

H(x: Yss 175) :‘.; O)iqi'—"{F}

el sistema (8.7) puede escribirse en la forma canonica:

(8.7)

dy, OH
dx ~ dqp
qu__qu_H_ (k=1, 2, ..., n). (8.8)
—I\;_- ayk
Obsérvese que si la funcion F(yy, Yar ---s Yu» Yt Yoo s Yn)

no depende en forma explicita de x, el sistema (8.8) tiene la pri-
mera integral H=C. En efecto, en este caso

n
H= 3 og;—{F)
tampoco contiene a x en forma explicita y, en consecuencia,
n a
dH " 0H dy; oH dq;
dx = 2_:1 By dx T 2_‘-1 aq; dx
Mediante las ecuaciones (8.8) se obtiene
dH

4 =0 H=C

a lo largo de las curvas integrales del sistema (8.8).

Para el problema simple esta primera integral ya fue obtenida
en la pag. 310 .

Ejemplo 1. Ley de la conservacion de la energia. La
funcién

n
H :;1 o;q; —{F}

para la funcional
ty n
S(T—U)dt, T=g X mi (8 46243,
t i=

A
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donde se mantienen las notaciones del ejemplo 1 de la pag. 327 (T es la ener-
gia cinética del sistema de puntos materiales, U, la energia potencial), tiene
la forma siguiente:

1
H= 2 m; (2 492 +23)—(T—U)=T+U,

que es la energia total del sistema. Apliquemos el principio de la accién esta-
cionaria. Si la energia potencial U no depende en forma explicita de 7, es

decir, si el sistema es conservativo, entonces las ecuaciones de Euler para la
t

funcional S (T —U) dt tienen la primera integral H=C, T+U=C.

to
De este modo, la energia total de un sistema conservativo permanece
constante durante el movimiento.

La integracion del sistema candnico (8.8) es equivalente a la
integraciéon de la ecuacion diferencial en derivadas parciales

o vy _
(Tx_l_H(x’ Ys, ;‘;}—0, (89)
donde
du dv du
H(x Yso ay> H(x Yis Yoy v ovs Yps o g ’a—y—,,)'

La ecuacion (8.9) se llama ecuacién de Hamilton-Jacobi.
Si se conoce una familia monoparamétrica de sus soluciones

v(x, Yy, a), entonces se conoce también la primera integral a—vzﬁ

del sistema (8.8); P es una constante arbitraria. En efecto, o
n
%(%)20531“*;@3;0; - =% Laj,gag_:?' (8.10)
Derivando la identidad
_—au(x,ogs, ) <x, Ys, (% ys, @) (x’a;’;’ a)) respecto a a,
se obtiene
Oxaa 24 g;: (%L (8.11)

y, sustituyendo (8.11) en (8.10), se obtiene que el segundo miembro
de (8.10) es idénticamente nulo. De este modo,

% (7)) =0

v
% = B

de donde
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Por lo tanto, si se conoce la integral total de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi

U:U(X, Y, Y25 -+ vy Yp» Qg5 Ggy o0y an)v
se conocen también n primeras integrales del sistema (8.8):

dv .
_a?[___ﬁ,. (i=1,2 ..., n. (8.12)

Si el jacobiano del sistema (8.12) es diferente de cero,

0%
d Y Oat i

’

entonces el sistema (8.12) determina y; como funciones de los demas
argumentos:

Yi=y; (X, oy, ay, ..., o, B, Bo ..., B (8.13)
i=1,2, ..., n.

Con esto se obtiene una familia de extremales que depende de
2n parametros. Se puede demostrar que (8.13) es la soluciéon general
del sistema de ecuaciones de Euler, y las funciones

yi(x’ Ayy veny Gy ﬁl» MR ] ﬁn)
y
g =2 te B 1 9 ..., n)

0y;
son la solucién general del sistema (8.8).

Ejemplo. Hallar la ecuacién de las lineas geodésicas en una superficie
en la cual el elemento de longitud de una curva tiene la forma

ds® ={1 (%) + 2 ()] (dx* - dy?),
es decir, hallar las extremales de la iuncional

Xy

S= Vi @Fe@ 0+v7)dx,

Xo

Como

PO AT RO By o euroy e R a per ]
Vity?

Y 0 o
=, Hifgi= (),
1=y THesamten)

entonces la ecuacién de Hamilton-Jacobi tiene la forma

(g\)ZJ“ (3*2)2 =1 (9 + @2 (9)y
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o bien
Jdu O0v’\?
<b}' _(pl(x)—%(y)_Kay) .
Para las ecuaciones de este tipo (ecuaciones con variables separadas),
ov dv
(Dl (X \ (D2 (y) 0!/) ’
se halla facilmente una primera mtegral Haciendo

% \2
\gx) ~RW=2ye (y)—\ay} =a,

o bien
dv —
=V a @i
y 5,
U ———
a_y:V(Pﬁ (y)_av
se halla

= S Vo (x)+adx+s Ve ) —ady;

- . . - dv .
por consiguiente, la ecuacion de las lineas geodésicas aa::ﬁ tiene en este caso

la forma
dx dy

\ V(p,(x)+a_.gv%(y)~a=

Observacion. Se puede llegar también a la ecuacién de
Hamilton-Jacobi partiendo de otras consideraciones. Tomemos un
campo central de extremales con centro en el punto A(x,, Yy,) para
la funcional

Xy

vy ()] = S F(x, y, y')dx.

xﬂ
En las extremales del campo la funcional v[y(x)] se transforma

en una funcién v(x, y) de las coordenadas del segundo punto fron-
tera B(x, y). Como fue indicado en la pag 377 ,

o
ox A_H(x Y, q) ay"q

Eliminando ¢, se obtiene
o v
o= —H(x, Y, d_y)

De este modo, la funcién v(x, y) es solucién de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi Para la funcional

SF(xv yl, y‘h o ey ym !/;, y;) e esy !/;z)dx

tambien son vahdos razonamientos completamente analogos.
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 8

Analizar los extremos de las funcionales:
2

Looly@l={ (' +y2de yO©=1: y@=0.

0
2. vy (1= 2 +29y — 16 dx; a>0; y(O=0; y(a)=0.
02
3. olyl= (v 0+e)dn D=1 y@=1
=1
2

4-v[y<x>1=gy'<1+x2y')dx; y()=3; y@=5.

5. v[y ()= \y (1422 dx; y(—l)—y(2)—l

7. v[y (x)] w2yt 41247 dx; yg()=1; y(2)=8.

Il

2
By
6 ¢ 2 . . n
- vy ()l= S y—y'?+8y)dx; yO)=—1; y T =0.
0
f
1

8. U[y(x)]=S(y2+y2—f—?ye2x)dx; y(O):—é—; y(l)=%-e2,

n

9.v[y(x)]—S(y-—y'wreysen2x)dx y (0)=0; y(4) 1.

X
10-v[y(x)l=S7; y0)=0; yx)=y;; x>0 y >0.

xl

d
o= v0=0 se—u 1>0 >0
0
2 3
12.v[y(x)]=‘g;—2dX; y(Hh=1 y@2)=4
]3
1. oy W= (2w+yHdn y)=0; yE=2.
l

4. o[y (9= S [+ @) —2xglds; y©=0; y@)=3.
0



CAPITULO 9

Problemas variacionales sobre
un extremo condicionado

§ 1. ENLACES DEL TIPO @ (X, U1, Yss eoeys Y,) =0

Se llaman problemas variacionales sobre un extremo condicio-
nado a los problemas en los que se pide hallar el extremo de una
funcional v, y a las funciones de las cuales depende la funcional v
se le imponen ciertos enlaces. Por ejemplo, se pide investigar el
extremo de la funcional

Ul Yo veer U =S F(E Ui Yoo onvr Yo s Yoo +evy ) dX

bajo las condiciones
@i (X Yy Yoo ooos Y)=0 (i=1,2, ..., m; m<n).
Recordemos cémo se resuelve un problema analogo al estudiar
el extremo de la funcién z=f(x;, x,, ..., x,) con los enlaces
@ (X, X9 ooy x,)=0 (i=1,2, ..., m; mIn).
El camino mas natural es resolver el sistema
©; (X1, Xo, «ov, x,)=0 (i=1,2, ..., m),

cuyas ecuaciones consideraremos independientes, respecto a algu-
nas m variables, por ejemplo, respecto a x;, X5, ..., X

x1:x1(xm+1’ Xmyor vy Xn);
x2:x2(xm+1y Ximgos oee Xn);

.............

xm=xm(xrn+1’ Xm+gr o=es xn)t

y sustituir las x;, x,, ..., x, halladas en f(x;, x,, ..., x,). En-
tonces la funcion f(x;, %, ..., x,) se transforma en una funcién
D (X, 10 Xpigs -y X,) de s6lo n—m variables x,, .4, X, 0, «+-, X4
las cuales son ya independientes; por lo tanto, el problema queda
1elucido al estudio del extremo incondicional de la funcion ®. Por
este método, claro esta, también se puede resolver el problema
variacional planteado mas arriba. Resolviendo el sistema ¢;(x, i,
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Yoy ooy Y)=0 (=1, 2, ..., m) con respecto a y,, ¥ ---» Yp
(o a algunas otras m funciones y;) y sustituyendo sus expresiones
env(yy, Ys, ..., Y], se obtiene una funcional W (¢, 1, Ymios ---» Yy

que depende sélo de n—m argumentos ya independientes; por lo
tanto, a la funcional W se le pueden aplicar los métodos expuestos
en el § 3 del capitulo 6. Sin embargo, tanto para las funciones
como para las funcionales con frecuencia es mas comodo otro método
de resolucién, llamado método de los factores indeterminados, el
cual conserva una equivalencia completa entre las variables. Como
es sabido, enel estudio del extremo de la funcion z=f (x, x5, ..., X,)
con los enlaces @;(x,, X, ..., x,)=0 (i=1, 2, ..., m), este me-
todo consiste en formar la nueva funcién auxiliar

¥ = f + 2] }“icpir
i=

donde A; son ciertos factores constantes; después, se estudia el extremo
incondicional de la funcién z*, es decir, se escribe el sistema de

. az* . .
ecuaciones W:o (j=1, 2, ..., n), completado con las ecuaciones

J . .
de los enlaces ¢,=0 (i=1, 2, ..., m), del cual se determinan
todas las ‘n-+m incognitas x;, Xy, ..., x, ¥y M, Ay, ..., Ay El
problema sobre un extremo condicional para las funcionales tam-
bién puede ser resuelto en forma completamente aniloga; mas
precisamente: si

Xy

U=SF(x, Yis Yoo oo Yoo Yio Yar ooer Yn)dx

Xo

y
Qi (% Y1y Yoy -oos y)=0 (i=1,2, ..., m),
entonces se forma la funcional

v*:g< ——27» (x)cp>dr o bien v*—SF*dx,

Xo Xo

donde
F*:F‘.‘Z }‘i(x)q’[’
i=1

para la cual se estudia ahora el extremo incondicional, es decir,
se resuelve el sistema de ecuaciones de Euler
F*, d—xF; =0 (j=1,2, ..., n),
completado con las ecuaciones de los enlaces J ©.1)
¢, =0 (=1, 2, ..., m).
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El ntimero m+n de ecuaciones es, en general, suficiente para de-

terminar las m-n funciones incégnitas y,, ¥, ..., Y, ¥y A
Ay, ..., A, las condiciones de frontera y;(x) =y € y;(x))=y;
(j=1, 2, ..., n)—las cuales no deben ser contradictorias con las

ecuaciones de los enlaces — permiten, en general, determinar las 2n
constantes arbitrarias en la solucion general del sistema de ecuacio-
nes de Euler.

Es evidente que las curvas halladas por este método, en las
que la funcional v* tiene un minimo o un méaximo, serdn también
soluciones del problema variacional inicial. En efecto, para las
funciones halladas del sistema (9.1)

M (i=1,2, ..., mey(j=1,2, ..., n)
todas las ¢;=0

y, por consiguiente, v*=uv. Ademas, si para y,=y;(x) (j=1,
2, ..., n) determinadas del sistema (9.1) se alcanza un extremo
incondicional de la funcional v*, es decir, un extremo con respecto
a todas las curvas cercanas — tanto las que satisfagan las ecuacio-
nes de los enlaces como las que no las satisfagan —entonces, en
particular, se alcanza un extremo con respecto a la clase mas res-
tringida de las curvas que satisfacen las ecuaciones de los enlaces.

Sin embargo, de este razonamiento no se deduce de ninglin modo
que todas las soluciones del problema original sobre un extremo
condicional daran un extremo incondicional de la funcional v* vy,
en consecuencia, falta aclarar si por este método pueden ser halladas
todas las soluciones. Nos limitaremos a la demostracién de una
afirmacion mas débil.

Teorema. Las funciones y,, Y,, ..., Y, que realizan un extremo
de la funcional

Xy
0= F (5 s Yo wees Uu B0 Yor ones yi)dE

Xo
con las condiciones
(Pi(x’ yl’ y2’ oy yn)=0 (l=1’ 2’ sy m7m<n)

salisfacen, con una eleccién adecuada de los factores hi(x) (i=1,
2, ..., m), las ecuaciones de Euler para la funcional

Xy Xy

vF= S (F + 121 kf(x)(p,.)dx: S F* dx.

Xp Xo

Las funciones A;(x) e y;(x) se determinan de las ecuaciones de Euler

* d * {
Fyl-—'—a;Fy;:O (]:1, 2) ety n)
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¥
¢;=0 (i=1,2, ..., m).

Las ecuaciones ¢; = 0 también se pueden considerar ecuaciones de
Euler para la funcional v*, si se consideran como argumentos de
ésta no sélo las funcicnes gy, Yy, ..., y,, sino también },(x),
Ao (%), «vuy Ay (X). Se supone que las ecuamonescp, (X, Y1 Yoy -+, 4,)=0
(z—l 2, ..., m) son independientes, es decir, que uno de los
jacobianos de orden m es diferente de cero, por ejemplo

D@, @2 -y Pp) 0
Dwr Bor oo Gm) T

Demostracidn. La condicién fundamental de extremo 8v =0
toma en este caso la forma

X1 pn

SZ(F Gy]—l—F 6y,)dx—

xo [=1

Integrando por partes los segundos sumandos de cada paréntesis y
tomando en cuenta que

. (6!/,‘)':6!/} y (‘Sé/j)x=xo=0? (‘Syj)uxl:o:
se obtiene

X1 p

VS (Fy— Fy, )by, dx=o.

Xo j=1

Como las funciones y;, Y., ..., Y, estan sometidas a los m enla-
ces independientes

Q% Y3s Yoo -y Yn)=0 (i=1,2, ..., m),

las variaciones 8y, no son arbitrarias, por lo que aiin no se puede
aplicar el lema fundamental. Las variaciones 8y, deben satisfacer
las condiciones siguientes, que se obtienen variando las ecuaciones
de los enlaces (p,——O

"‘*’lay, (i=1,2 ..., m*

j=1

*) Mas exactamente, aplicando la férmula de Taylor a la diferencia

@i (6 yr+H0y1, os Yn+0y)— @ (%, Y1y -1y Yn)
entre los primeros miembros de las ecuaciones @; (x, y1-+0yy, +..y Yn+0y,)=0
Y P (% ¥ ---» Yo)=0, habria que escribir

d
(p, 6y]+R1—01
i..l
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y, en consecuencia, s6lo n—m variaciones 8y, se pueden conside-
rar arbitrarias, por ejemplo, 0y,,,, 8y,,,5, ..., Oy,, y las demas
se determinan de las ecuaciones obtenidas.

Multiplicando miembro a miembro cada una de estas ecuacio-
nes por A;(x)dx e integiando desde x, hasta x,, se obtiene

Sx,.(x) ‘g%ay,dx=o (i=1,2 ..., m
X, i=1

Sumando miembro a miembro estas m ecuaciones, a las cuales satis-
facen las variaciones admisibles 8y, y la ecuacién

X n

SZ (Fy, 2 Fu}) By, dx =0,

Xgji=1

tendremos
t&Tor & dp; d OF
-— Afx) =2 — — — |8y, dx =0,

o bien, si se introduce la notacion

Fr=F+ 3 M)
se tendra

ng (Fy—aFyy) dyyax=o0.
N

Aqui tampoco se puede atlin aplicar el lema fundamental, puesto
que- las variaciones 8y, no son arbitrarias. Tomemos m factores
Ay (x), Ay(x), ..., A,(x) de modo que satisfagan las m ecuaciones

* d . .
Fy’—aFy;=0 (]::1, 2, ey m)’
o bien
oF “ Jp; dif_:.__ o l
5!/74_;}”"()6)67,_&@;—0 G=1,2, ..., m).

Estas ecuaciones forman un sistema lineal con respecto a A; cuyo

donde las R; tienen orden mayor que 1 respecto a dy;(i=1, 2, ..., n). Sin
embargo, como es facil comprobar, los términos R; no influyen sustancialmente
en los razonamientos ulteriores, puesto que al calcular la variacién de la fun-
cional nos interesan sélo los términos de primer orden respecto a 8y, (j=1,
2, «.uy D)
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determinante es diferente de cero,

D (@1, @3 .-y i) 0:
D(yl’ Yor vy ym)gé ’

por consiguiente, este sistema posee solucidn
M), Ay (x), ..., A, (x)

Con las A, (x), Ay(x), ..., A,(x) escogidas de este modo, la con-
dicion fundamental de extremo

Sg (Fo,—5 Fui )8y, dx=0

toma la forma

5 ,~=‘,,,‘:11 (F;i_%F;an/dx:O'

Como para las funciones y,, ¥,, ..., y, que realizan el extremo
de la funcional v esta ecuacién funcional se reduce a una identidad
ahora para 8y, cualesquiera (j=m-+1, m+42, ..., n), ya se puede
aplicar el lema fundamental. Anulando sucesivamente todas las dy;
excepto una y aplicando el lema, se obtiene
* d * .
F’/-_d—x F,,;=0 (j=m+41, m+2, ..., n).

Tomando en cuenta las ecuaciones

s d e ,

Fllf_-d_xFy;=O (]"——1. 2, o 0ay m)

obtenidas mas arriba, se obtiene, en definitiva, que las funciones
que realizan un extremo condicional de la funcional v y los factores
A;(x) deben satisfacer el sistema de ecuaciones

* d *, -
F‘/;—d_x F,,,—O (j=1, 2, ..., n),
(X Yy Yoo -+ Yp)=0 (=1, 2, ..., m).
Ejemplo 1. Hallar la distancia mas corta entre dos puntos A (xg, Yo, 2o)

y B (%, 41, 2;) en la superficie ¢ (x, y, 2)=0 (véase el problema de las lineas
geodésicas, pag. 289). La distancia entre dos puntos en una superficie se deter-
mina, como es sabido, por la férmula

X5

I=S V ity 2+22dx

Xo

En este caso hay que hallar el minimo de ¢ con la condicién g (x, y, z) =0.
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Segun lo expuesto, se toma la funcional auxiliar

Xy

=S (VTHy 25224+ () ¢ (x, y, 2)] dx

X
y se escribe para ésta las ecuaciones de Euler

Y —
)"(x)(PU_d_x Vityite? ;
}\-(X)(Pz ——.__-__-Z—.*_ =0

G YTryitee

¢ (x, y, 2)=0.

De estas tres ecuaciones se determinan las funciones buscadas

y=yx) y z=2z(),

en las cuales puede haber un minimo condicional de la funcicnal v, y el factor 2 ().

Ejemplo 2. Hallar, aplicando el principio de Ostrogradski-Hamilton
(véase la pag. 327), las ecuaciones de movimiento de un sistema de puntos ma
teriales de masa m; (i=1, 2, ..., n) con coordenadas (x;. y;, z;) bajo la accion

de fuerzas que tienen la funcién de fuerza— U, con los enlaces

@& Xy Koy ooos Xpy Y Yoo e es Uns 21y 2 -

g=1 2, ..., m).
La integral de Ostrogradski-Hamilton

tl
v=j'(T—U)dt
t.

tiene en este caso la forma

S Zm, (6 +yi +21)—U

i=1

y la funcional auxiliar es

U_g[

i=1 i=1

o]«

Zmz(xz +yz +21)—U+ZA (6] (P,] dt.

o 2y)=0

Las ecuaciones de movimiento seran las ecuaciones de Euler para la funcional v*,

éstas tendran la forma siguiente:

UL N
mix‘——5§}+z il o
1=1
m
.U 9% .
md/F-B@‘*‘ZA/(”B—y}‘
=1

U 3
mZ, = —a—z';-*_; A ()5

(=1, 2, ..., n).
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§ 2. ENLACES DEL TIPO

@ Y1 Yoo oo s Yo Yo Yas -5 Yu) =0

En el paragrafo anterior hemos considerado el problema del
estudio del extremo de la funcional

Xy

U=SF(X, Y1s Yas - o5 Yus yll‘ y;, ey l/;,)dx,

Xo
Yi(Xo) =Yy Y;(¥1)=Yyn (j=1,2,...,n)
con los enlaces finitos
Qi (% Y Yoo - Y)=0  (i=1,2, ..., m). 9.2)

Supongamos ahora que las ecuaciones de los enlaces son ecuaciones
diferenciales

Qi (X Yps Yoy + ooy Yy Y1 Yoo v o5 Yr) =0 t=1,2, ..., m).

En la mecanica los enlaces de este tipo se llaman no holéno-
mos, y los del tipo (9.2), holénomos.

En este caso también se puede demostrar la regla de los fac-
tores, que consiste en que el extremo condicional de la funcional v

se alcanza en las mismas curvas que realizan el extremo incondi-
cional de la funcional

v*=§ lF—:—iA[(x)cpi] dxzfsl‘F*dx,
X, i=1 Xy

donde

m
F*=F4 Y M) ¢;
i1=1
Sin embargo, la demostracién se complica mucho en compa-
racién con el caso de los enlaces finitos
Si, en cambio, nos limitamos a la demostracién de la afir-
macién mas débil sobre que las curvas en las cuales se alcanza
un extremo condicional de la funcional v son, bajo una eleccién
adecuada de A;(x), extremales para la funcional v*, entonces la
demostracién expuesta en el paragrafo anterior puede ser repetida
con cambios insignificantes para el caso considerado.

En efecto, supongamos que uno de los determinantes funcionales de orden m
es diferente de cero, por ejemplo,

D(@1, @25 «ovs O)
D(yys Y - s Urn)

# 0.

Esto asegura la independencia de los enlaces.
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Resolviendo las ecuaciones Qi (% Y10 Yoo +ovs Yo Yo Yoo -5 Yp)=0 con
respecto a 4, 4,y «.., Y., lo cual es posible en virtud de que

D (91, 925 25 Pa)
D(y1’ Yopr vees ym)

#0,

se obtiene y;=1; (X, Y1, ¥z, -+ Yn» Ypo1> Ymagr -+ ) (E=1,2, ..., m). Si se

considera que Y,41) Ymser ---» Yn son funciones dadas en forma arbitraria,
entonces de este sistema de ecuaciones diferenciales se determinan yy, g5, ..., y,.
De este modo, ¥,41) Ymsos ---» Yn son funciones derivables arbitrarias con

valores frontera fijos y, por lo tanto, sus variaciones son arbitrarias en el mismo
sentido.

Sea yy, Y2, ..., Y, un sistema admisible arbitrario de funciones que satis-
face las ecuaciones ;=0 (i=1, 2, ..., m) de los enlaces. Variemos las ecuaciones
de los enlaces

n n
a(P,' 0q>~ , .
._(Sy + —7'6_1/:0 (l=], 2, ceny m)*)

Multiplicando miembro a miembro cada ecuacidn obtenida por un factor A; (x)
por ahora indeterminado e integrando desde x, hasta x;, se obtiene

Xy n Xy n

o N 99 ) 0P s v 4 o,

Sx, (x)}_‘ %6y,dx+gl, (x)zgy—}-ﬁy’.dx_O,
X. i=1 Xo i=1

integrando por partes cada sumando de la segunda integral y tomando en cuenta

que 6yl’.:(6y,~)’ Y (8y;) =(6y,«)x:x'=0, tendremos

“on 0w, d Py
: ]
Xo 1=1

De la condicién necesaria fundamental de extremo dv=0 se obtiene

Xy n d
Fy ——F, | 8y;dx=0, 9.4
SZ(yf dx “i) Y @49
Xo I=1
puesto que
LI %1 n d
61}:\8‘2 (Fy16y1+Fy;6y,> dx=SZ (F«‘/,*ajt Fy") 6y,dx
Xo =1 Xy =1

Sumando miembro a miembro todas las ecuaciones (9.3) y la (9.4) e introduciendo

*) En este caso, al igual que en la pag. 384, habria que incluir en los pri-
meros miembros de las ecuaciones sumandos que contengan términos de orden
mayor que 1 respectc a by, y Gy;. (j=1, 2, ..., n); ademas, aqui es ya mucho
mas complicado tomar en cuenta la influencia de estos términos no lineales.
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m
la notacion F*::F—|—Z A; (%) @;, se tendra
i=1

X1 on

* d *
SZ (ij—a;cFy}> By dx=0. (9.5)

Xo j=1

Como las variaciones 8y; (j=1, 2, ..., n) no son arbitrarias, aiin no se puede
aplicar el lema fundamental. Tomemos m factores A, (x), As(x), ..., A, (x) de
modo que satisfagan las ecuaciones

* d e .
F,—mFu=0 (=12 ... m.
Si se escriben estas ecuaciones en forma desarrollada, se ve que son un sistema
de ecuaciones diferenciales lineales con respecto a
dk; .
M@ oy S =12, m,

la cual posee, bajo las hipétesis tomadas, la solucidn A,(x), A, (x), ..., A, (%)
que depende de m constantes arbitrarias. Con las A, (x), A, (%), ..., A, (x) elegidas
de este modo, la ecuacién (9.5) se reduce a la forma

Xy n 4
[ 3% (i) s
Xo j=m+1
donde las variaciones Oy; (j=m--1, m+2, ..., n) son ya arbitrarias y, por
consiguiente, haciendo todas las variaciones Oy; =0, excepto alguna, Oy;, y apli-
cando el lema fundamental, se obtiene

* « *
—_— r =) j = sy -
ij o F”'i ( (j=m<+1, m+2, n)

De este modo, las funciones y, (%), ¥ (%), ..., Yy, (x) que realizan un extremo
condicional de la funcional v y los factores A, (x), Ag(x), ..., A, (x) deben
satisfacer el sistema de n-m ecuaciones:

- d .
[~U7._E}Fy;—-(- (]=l, 2, caey fl)

Y
p;=0 (i=1,2 ..., m),

es decir, deben satisfacer las ecuaciones de Euler para la funcional auxiliar v*,
que se considera como funcional que depende de n--m funciones

Yir Yoo vens Yo My Aoy ooy R

§ 3. PROBLEMAS ISOPERIMETRICOS

Se llaman problemas isoperimétricos, en el sentido restringido
de esta palabra, a los problemas sobre la determinacién de una
figura geométrica de superficie maxima con perimetro dado.

Entre estos problemas extremales, estudiados aiin en la Grecia
antigua, habia también problemas variacionales, por ejemplo, el
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problema citado en la pag. 289 de la determinacién de una curva
cerrada de longitud dada que delimite una superficie maxima*).
Dando la curva en forma paramétrica, x=x(¢), y=y(¢), se puede
formular este problema asi: hallar el maximo de la funcional

t t
1 1 \
Szgxydt <o bien S———%S(xy——yfc)dt)
ty t,
con la condicion de que la funcional
ty
{Verpa
t
se mantenga constante:
4
(Verga=1
l-)
De este modo, se tiene aqui un problema variacional sobre un
extremo condicional, con una condicién peculiar: la integral
4 : :
Sl/)‘c'z—}—y'zdt se mantiene constante.
t
En la actualidad se llaman problemas isoperimétricos a una
clase mucho mas general de problemas. méas precisamente, a todos
los problemas variacionales en los cuales se pide hallar el extremo
de la funcional

X4

v = S F(X, 910 Yas ooy Yo Y1s Yy + o +5 Yn)dX

xu
con las llamadas condiciones isoperimétricas
X1

$Fits gn or s Yo Ui i - Y dx =1,

X,

o

i=1,2,..., m),

donde las /; son constantes; m puede ser mayor, menor o igual
a n, y también a problemas analogos para funcionales mas com-
plejas

Los problemas isoperimétricos pueden ser reducidos a proble-
mas sobre un extremo condicional, considerados en el paragrafo

*) Aunque la solucién de este problema era conocida ya en la Grecia antigua,
su caracter variacional peculiar fue comprendido solamente a fines del siglo XVII,
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anterior, por medio de la introduccién de nuevas funciones desco-
nocidas. Denotemos

SFidx:zi(x) (i=1,2,...,m),

X,
Xy

de donde z;(x,)=0, y de la condicién S Fdx =1, setiene z; (x,)= ;.
xu
Derivando z; con respecto a x, tendremos

2 (X)=Fi(X, Yy Yar «+ s Yn Y1» Yar +++» Yn)
(i=1,2, ..., m).

X1

Con esto los enlaces integrales isoperimétricos SF[dx=l‘- han sido
Xo

sustituidos por enlaces diferenciales:
2= Fi(X, g1, Yoo+ o Yoo Y1s Yor -5 Yh)
(i=1,2,...,m

y, en consecuencia, el problema se redujo al considerado en el
paragrafo anterior.
Aplicando la regla de los factores, en lugar de investigar el

Xy

extremo condicional de la funcional u=SFdx con los enlaces
Fi—z;=0 (i=1,2, ..., m), se puede invesxtaigar el extremo incon-
dicional de la funcional
Xy m Xy
vt = S [F—{-Z?\i(x)(Fi—z})} dx= S F*dx,
X, i=1 X

donde
F*=F+§:Ai(x)(1~‘,—z}).
i=1
Las ecuaciones de Euler para la funcional v* tienen la forma
F;j—ad;F;;=0 (i=1,2,....n),

Fi—2F.=0 (=12 ... m),
X 1

o bien
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(j=1,2, ..., n),
d ., .
a/\i(x)=0 (l=ly 2; --‘vm)'

De las Gltimas m ecuaciones se obtiene que todas las A; son
constantes, y las primeras n ecuaciones coinciden con las ecuaciones
de Euler para la funcional

X, m
or* = <F+ > A,.F,.> dx.
Xo i=1
De este modo, se obtiene la siguiente regla: para obtener la
condicién necesaria fundamental en el problema isoperimétrico sobre

Xy

la determinacion del exiremo de la funcional U:S Fdx con los

Xo
X,

enlaces SF,dx=l‘- (i=1,2, ..., m) hay que formar la funcional

. . xO
auxiliar

Xy ¢ m

o= ((F+ Y x,F,) dx
i=1

%

donde las A; son constantes, y escribir sus ecuaciones de Euler.

Las constantes arbitrarias Cy, C,, ..., C,, de la solucién general
del sistema de ecuaciones de Euler y las constantes A, A,, ..., A,
se determinan de las condiciones de frontera .

Y (X) =Y Yi(X1)=ypn GJj=112,...,n)
y de las condiciones isoperimétricas

Xy

(Fdx=1, =12 ....m)

%o

El sistema de ecuaciones de Euler para la funcional ¢** no
varia si v** se multiplica por cierto factor constante p, y, por lo
tanto, se representa en la forma

0 om ’
= §

Xo i=0

donde se han introducido las notaciones F,=F, p,=hu, [=
=1, ..., m. Ahora todas las funciones F; figuran en forma si-
métrica; por esto, las extremales del problema variacional inicial
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X

y del problema de hallar el extremo de la funcional SFsdx con
Xo

las condiciones isoperimétricas
(Fide=1,  (=0,1,2,...,s—1,s4+1,...,m)

coinciden para cualquier s (s=0,1, ..., n).

Esta propiedad se llama principio de reciprocidad. Por ejemplo,
el problema del maximo del area de una superficie delimitada por
una curva cerrada de longitud dada y el del minimo de la longi-

tud de una curva cerrada que
\ry(:r) delimita una superficie de érea
B dada son reciprocos y tienen ex-

tremales comunes.

¥

Ejemplo 1. Hallar la curva
y=y(x) de longitud / dada para la
cual el area S del trapecio curvilineo
CABD representado en la fig. 9.1 sea
maxima.

Se investiga el extremo de la fun-
o c b/ cional

Xy
S= S ydx, y(xo)= Yo

Flg 9.1 X
y(xy)=1y, con la condicién isoperiméirica

Xy

S Vityide=L.

X¢
Priniero se forma la funcional auxiliar

Xy
S*x :S(y+ufl Ty )dx.

Xo

Como la funcién subintegral no contiene a x, la ecuacién de Euler para S**
tiene la primera integral F—y'F =C, 6, en este caso,

_ hy'?
y+AV I+ — s =Co
Y

de donde
VOSYTRS
Introduzcamos un pardmetro ¢ haciendo y’ =1g ¢; entonces se obtiene

y—Cy= —hcost
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dy _ay _ Asentdt )
awtg t, de donde dx—@_—v =A cos ¢ df;
x=Asen t{+C,.

De este modo, la ecuacién de tas extremales en forma paramétrica es:
x—Cy=2Asent,
y—Cy= —MAcost,
o bien, excluyendo ¢, se obtiene (x—C,)2+(y—C,)? =22, que es una familia de
circunferencias. Las constantes C,, C, y A se determinan de las condiciones
Xy
Y (xg)=yo, yx)=y; y S VityPde=1.
Xe

Ejemplo 2. Hallar la curva AB de longitud dada / que delimite con-
juntamente con una curva dada y=/f(x) el area maxima de la superficie som-
breada en la fig. 9.2.

Ay

——

Fig. 9.2 Fig. 9.3

Hay que determinar el extremo de la funcional
Xy
s={w—fomax
X

L Y (X)=yo, y(x)=u
.con [a condicién

Xy
S VIiFyide=1
X¢
Se forma la funcional auxiliar
X1
st = ly—F o +2V Ty dx.
Xo

La ecuacion de Euler para esta funcional no se diferencia de la ecuaci,én' de
Euler del problema anterior; por consiguiente, en el problema dado el méximo
se puede alcanzar sélo en los arcos de circunferencia.
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Ejemplo 3. Hallar la forma de una cuerda absolutamente flexible,
inestirable y homogénea de longitud /, que esta colgada de los puntos A y B
(lig. 9.3).

Como el centro de gravedad en la posicion de equilibrio debe ocupar la posi-
cién méas baja, el problema se reduce a hallar el minimo del momento estatico
P con respecto al eje Ox, que supondremos dirigido horizontalmente. Se investiga

X4 Xy

el extremo de la functional P = Sy]/l—|—y"‘-' dx con la condicién SVI +y'tdx=1,

X X
Se forma la funcional auxiliar

X4
pee={y+0 ¥V T+,
Xo

para la cual la ecuacién de Euler tiene la primera. integral

F—y'F,=C
o, en este caso,
s (y+A) ¥
W+ VITF Y __c
Vityr

de donde y+A=C,V 1+y2 Introduzcamos un parametro, haciendo y' =sh ¢

entonces ¥V 1+ yt=chte y+A=C,cht; %———sht; dx=~£]y7=cldf; X =

= C,t +C,, o bien, eliminando ¢, y+A=C, chx_cC2 , que es una familia de
1

catenarias.

La regla de resolucion de problemas isoperimétricos indicada
mas arriba se generaliza a funcionales méas complejas.

Citemos otro problema de extremo condicional: el problema
sobre la regulacion optima. Consideremos la ecuacién diferencial

Z=t, x(t), w(®) (9.6)

con condicién inicial x(f,)= x,.

Esta ecuacion contiene, ademas de la funcion (escalar o vecto-
rial) incognita x(¢), la llamada funcion reguladora u(t) (escalar o
vectorial). La funcién reguladora u(f) debe ser escogida de modo
que la funcional dada

¢y
v="{ F(x(t), u(t)dt
ty

tenga un extremo.

La funcion u(f) que da la solucién del problema planteado se
llama funcion éptima, o regulacion éptima.

Este problema se puede considerar como un problema sobre un
extremo condicional de la funcional v con enlaces diferenciales (9.6).
Sin embargo, en los problemas practicos las funciones dptimas se
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hallan con frecuencia en la frontera del conjunto de funciones
raguladoras admisibles (por ejemplo, si la funcién reguladora es
la potencia conectada de los motores, es evidente que ésta esta
acotada por la potencia méaxima de los motores, y en las soluciones
de los problemas éptimos con frecuencia hay que conectar los motores
en toda su potencia por lo menos en ciertos intervalos).

Si la funcién o6ptima pertenece a la frontera del conjunto de
las funciones reguladoras admisibles, no se puede aplicar la teoria
expuesta mas arriba de los problemas sobre un extremo condicional,
la cual presupone la posibilidad de variaciones bilaterales.

Por esto, para resolver los problemas de la regulacién 6ptima
se aplican por lo general otros métodos, desarrollados por L. S.
Pontriaguin y R. Bellman.

Ejemplo. Determinar la funcién reguladora u (f) en el sistema de ecua-

ciones diferenciales
dx duv R
7= T (¢t es el tiempo) 9.7)

que describe el movimiento de un punto en el plano con coordenadas x y v de

modo que el punto A (x,, vy) se desplace al punto B (0, 0) en tiempo minimo;
2

ademds, |u|<1 (como u=d—t:’ se puede considerar que u es la fuerza que

actiia sobre un punto de masa igual a la unidad).

U

l
Fig. 9.4 Fig. 9.5

La funcién reguladora u (f) es continua a trozos. Para simplificar los razo-
namientos supongamos que no tiene mas de un punto de discontinuidad; sin
embargo, el resultado definitivo es valido también sin esta hipétesis.

Es casi evidente que u= £ | en las trayectorias dptimas, puesto que: para

t alores dei @
estos v Fr y ‘dt

‘ alcanzan los valores maximos y, en consecuencia, el
punto se mueve con velocidad méxima. Haciendo u=1 en (9.7), se obtiene

v="{-Cy, X:%‘f" Cyt -Gy,



398  Capitulo 1X. Problemas variacionales sobre un extremo condicionado

o bien v?=2(x—C), y andlogamente para u= —1;
2
b= —t+Cy x= =S4 CU+C = —2(:—0)

En las figs. 9.4 y 9.5 estan representadas estas familias de pardbolas, y las
flechas indican el sentido del movimiento al aumentar ¢. Si el punto A (x,, o)
estd en los arcos de las parabolas

v=—Vx o bien v=) —x (9.8)

que pasan por el origen de coordenadas (fig. 9.6), entonces la trayectoria opti-
mal es el arco de una de estas parabolas que une el punto A4 con el B. Si, en
cambio, el punto A no pertenece a estas

Ifr parabolas, la trayectoria optimal serd el
arco de pardbola AC que pasa por el

punto A y el arco CB de una de las
A c parabolas (9.8) (véase la fig. 9.6, donde se
A muestran dos posiciones posibles de los

‘\ puntos A y C).

5 En este problema el tiempo T inver-

z tido en el movimiento del punto desde la
posicion A hasta la B es una funcional
6’4 que se determina de la primera de las

ecuaciones (9.7); la segunda ecuacién de
(9.7) puede considerarse como la ecua-
cion de un enlace. Sin embargo, seria
dificultoso aplicar a este problema los
métodos clasicos de resolucién expuestos mas arriba, puesto que la regula-
cién optima pertenece a la frontera de la regién |u|<C1 de las regulaciones
admisibles, v no son posibles aqui las variaciones bilaterales; ademas, la solu-
cién se busca en la clase de funciones reguladoras continuas o trozos.

Estas dos circunstancias son muy caracteristicas para la mayoria de los
problemas practicos de regulacién 6ptima.

Fig. 9.6

EJERCICIOS DEL CAPITULO 9
1

1. Hallar las extremales del problema isoperimétrico v {y (x)] = S (y'2+x) dx

0
1
con la condicion Sy?dx=2; y(0)=0; y(l)=0
5 .
2. Hallar las lineas geodésicas del cilindro circular r=R.
Indicacién. Es cdmodo buscar la solucién en coordenadas cilindri-
cas r, ¢, 2.
8. Hallar las extremales del problema isoperimétrico

Xy X
v[y(x)]:S y'?dx con la condicién Sydx:a,
Yo Xo

donde a es una constante.
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4. Escribir la ecuacion diferencial de las extremales del problema isope-
rimétrico sobre el extremo de la funcional

Xy
oy = P2+ g0 21 dx
v
Xy
con la condicién S/(x)y2dx=l; y(0)=0; y(x;)=0.
[}
5. Hallar la extremal del problema isoperimétrico sobre el extremo de la

funcional
t

vly(x); z(x)]= S (y'242'¢—4x7z —42)dx
0
1

con la condicién S (y2—xy' —2'2)dx=2; y (0)=0; 2(0)=0; y (1)=1; 2(1)=1.
0



CAPITULO 10

Métodos directos en
los problemas variacionales

§ 1. METODOS DIRECTOS

Las ecuaciones diferenciales de los problemas variacionales se
integran en forma finita sélo en casos excepcionales. Por
esto surge naturalmente la necesidad de obtener otros métodos de
resolucion de estos problemas. La idea fundamental de los llamados
métodos directos consiste en que el problema variacional se consi-
dera como limite para cierto problema sobre el extremo de una
funcion de un nimero finito de variables. Este ultimo problema
se resuelve por los métodos comunes, y luego se obtiene, mediante
el paso al limite, la solucién del problema variacional correspon-
diente.

La funcional v[y(x)] se puede considerar como una funcién de
infinito nimero de variables. Esta afirmacion se hace completa-
mente evidente si se supone que las funciones admisibles pueden
ser desarrolladas en series de potencias:

yX)=ay+ax+ax*+ ... +a,x"+

o en series de Fourier:
®
y(x)= Z (a, cos nx b, sen nx)
o, en general, en algunas series del tipo

Y= 2 a,0,(x),
n=0
donde ¢, (x) son funciones dadas. Para determinar la funcién y(x)

que se puede representar en forma de la serie y(¥)= X a,9, (¥),
n=0

es suficiente dar los valores de todos los coeficientes a,y, en con-

secuencia, el valor de la funcional v[y(x)] se determina en este

caso fl]ando la sucesion infinita de ntimeros a,, a;, a,, ..., a,, ..

es decir, la funcional es una funcién de un conjunto infinito de
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variables:
viy(x)] =@y ay, -.., a, ...).

En consecuencia, la diferencia entre los problemas variacionales
y los problemas sobre el extremo de una funcién de un nimero
finito de variables consiste en que en el caso variacional hay que
investigar el extremo de una funcién de un conjunto infinito de
variables. Por esto, la idea fundamental de los métodos directos,
que consiste—como ya fue dicho mas arriba—en que el problema
variacional se considera como limite para un problema sobre el
extremo de una funcién de un namero finito de variables, es muy
natural.

L. Euler, en el primer periodo de sus investigaciones en el
campo del analisis variacional, aplicaba un método, llamado ahora
método directo de diferencias finitas. Este método en lo sucesivo
no se aplicaba en absoluto durante mucho tiempo, y sélo en los
altimos tres decenios renacio con éxito en los trabajos de los ma-
tematicos soviéticos (L. A. Lusternik, I. G. Petrovski y otros).

En la actualidad otro método directo, conocido por el nombre
de método de Ritz—en cuyo desarrollo fue introducido un aporte
significativo por los matematicos soviéticos (N. M. Krylov, N. N.
Bogoliubov y otros)—tiene una gran aplicacién en la resolucién
de distintos problemas variacionales.

Un tercer método directo, propuesto por L. V. Kantorovich,
el cual es aplicable a las funcionales que dependen de funciones
de varias variables independientes, encuentra cada vez mayor
aplicacion en los mismos campos en que se aplica el método
de Ritz. :

En lo sucesivo nos detendremos sélo en estos tres métodos
directos, omitiendo las demostraciones de varios enunciados. Al
lector que desee estudiar con mas detalle los métodos directos
que se aplican en la actualidad le recomendamos los libros de
L. V. Kantorovich y V. I. Krylov y de S. G. Mijlin.

§2. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS DE EULER

La idea del método de diferencias finitas consiste en que se
consideran los valores de la funcional v[y(x)], por ejemplo, de
§F(x, g y)dx, yixg)=a, y(x)=b

no en las curvas arbitrarias admisibles en el problema variacional
dado, sino en las lineas quebradas formadas por un niimero n dado
de segmentos rectilineos cuyas abscisas de los vértices estdn dadas:
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Xo+ A%, %o+ 2A%, ..., Xo4(n—1)Ax, donde Ax="1"2 (fig. 10.1).

n
En estas quebradas la funcional v([y(x)] se transforma en una
funcion ¢ (Yy, Yo ---» Yn_y) de las ordenadas yy, y, ..., Y, de

los vértices de la quebrada, puesto que ésta queda determinada
por dichas ordenadas.

¥
o) 4y 7% B 7
] x
g I, Itar ZHn-ijax
Fig. 10.1
Escojamos las ordenadas y;, Y5, .... Y,-., de modo que la fun-
cion @ (Y5, Yoo ---» Yny) tenga un extremo, es decir, determinemos
Y1, Yoo ---» Yg_q del sistema de ecuaciones
a9 (el Ap
— =0, =—/—=0, ..., =0,
o Oy, 0y, -1

y luego pasemos al limite para n — oo. En el limite se obtiene —
imponiendo ciertas limitaciones a la funcién F—Ila solucién del
problema variacional.

Sin embargo, es mas cémodo calcular el valor de la funcional
v[y(x)] en las quebradas indicadas més arriba en forma aproximada,
por ejemplo, sustituir en el problema simple la integral

X, n—1 xo+(k+1) Ax
4 ~ % 1T
SF(x,y,y)deL S F<x, Y, %#)dx
Xo k=0 x L kAx
por la suma integral

n
'2::’ F (xi, y,.,g%’) Ax.

Deduzcamos, en calidad de ejemplo, la ecuacion de Euler para
la funcional

Xy

oly] = Fx, . y)dx

Xo
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En este caso en las quebradas consideradas sera

n-1
vy =W Yo .-, yn-—l):E F<x,'» Yis g%)&c.
i=0

Como de y; dependen solamente dos sumandos de esta suma:
el i-ésimo y el (i —1)-ésimo,

F("zv Yir M) Ax y F<x;_1, Yi-1, M\,Ax,
J

Ax Ax
las ecuaciones g—j:O(izl, 2, ..., n—1) toman la forma
{
Yirr—Yi 1Y !
F,/ (x,', Yi» ’—+Z\x—> Ax+ Fy' <xi’ Yis %) <—H> Ax L
Yi—y;_ 1 .
-f—F,,'(x,._l, Yo, #)ch:o (i=1,2 ..., (n—1),
6
oy Ay ) -/ 51
Fole g dury TV ) A e v ~0
v\ X Yz, ) — Ax =Y,
o bien
( du\__AFy
Fy (i g Ax)- 0.
Pasando al limite para n — oo, se obtiene la ecuacién de Euler
d
FV—'B; Fy/=0,

a la cual debe satisfacer la funcién y(x) buscada que realiza el
extremo. Analogamente se puede obtener la condicion necesaria
fundamental de extremo en otros problemas variacionales.

Si no se efectfia el paso al limite, del sistema de ecuaciones

%P. =0 (i=1, 2, ..., n— 1) se pueden determinar las ordenadas
yll, Yo, ..., Y,_, buscadas, obteniendo asi una quebrada que es

la solucion aproximada del problema variacional.

§ 3. METODO DE RITZ

La idea del método de Ritz consiste en que los valores de cierta
funcional v[y(x)] se consideran no en las curvas arbitrarias admi-
sibles del problema variacional dado, sino s6lo en todas las com-

n
binaciones lineales Yn= 2 0;W;(x) con coeficientes constantes po-
i=1

sibles formadas por las n primeras funciones de cierta sucesion
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elegida de funciones
Wi(x), Wo(x), ..., W, (%),

n
Las funciones y,= > a;W;(x) deben ser admisibles en el problema
i=1
considerado, lo cual impone ciertas limitaciones a la eleccion de
la sucesion de funciones W{x). En estas combinaciones lineales, la
funcional v[y(x)] se transforma en una funcién @ (o, a,, ..., @,)
de los coeficientes a,, a,, ..., a,. Estos coeficientes se escogen
de modo que la funcién ¢ (a;, a,, ..., o,) tenga un extremo; en
consecuencia, o, 0y, ..., o, deben ser determinados del sistema
de ecuaciones

=0 (=1, 2, ..., n).
Pasando al limite para n — oo, se obtiene —en caso de que

exista el limite —la funcién y= ZaW (x) que es (bajo ciertas

limitaciones impuestas a la funmonal v[y(x)] y a lasucesion W, (x),
W, (x), W, (x), ...) la solucién exacta del problema variacio-
nal considerado. Si no efectuamos el paso al limite, sino que nos

n

limitamos s6lo a los n primeros términos y,= ¥ o;W;(x), obtene-
i=1

mos una solucion aproximada del problema variacional.

Si por este método se determina un minimo absoluto de la
funcional, el valor aproximado de dicho minimo se halla por exceso,
puesto que el minimo de la funcional para funciones admisibles
arbitrarias no es mayor que el minimo de ésta para una parte de

esta clase de curvas admisibles: las curvas del tipo y,,:éa,.w,.(x)

i=1
Al hallar por el mismo método un méaximo de la funcional se
obtiene, por las mismas causas, una aproximacion por defecto de
dicho maximo.

n
Para que las funciones y,= o;W;(x) sean admisibles, ante todo
i=1
es necesario satisfacer las condiciones de frontera (tampoco hay
que olvidarse, claro estd, de las otras limitaciones que pueden
imponerse a las funciones admisibles, por ejemplo, limitaciones
sobre la continuidad o la derivabilidad). Si las condiciones de
frontera son lineales y homogéneas, por ejemplo, si y(x,)=y(x,)=0,

o bien
Biy (X)) + Boyy’ (£,)=0 (j=0,1),
donde las f;; son constantes, en el problema mas simple, lo mas
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sencillo es escoger las funciones coordenadas de modo que satisfagan

n

estas condiciones de frontera. Es evidente que entonces y, = ¥ ;W ; (x)
i=1

para «, cualesquiera también satisfaran las mismas condiciones de

frontera. Supongamos, por ejemplo, que las condiciones de frontera
tienen la forma y(x,)=y(x,)=0; entonces se puede tomar

Wi (x) = (¥ = xo) (¥ — ) ; (¥)

como funciones coordenadas, donde cp,(x) son ciertas funciones
continuas, o bien

k(x)—senw (=1, 2, ...),

u otras funciones que satisfagan las condiciones
W (x)=W;(x)=0

Si las condiciones no son homogéneas, por eJemplo Y (%)= Yo»
y(x)=y,, donde por lo menos uno de los numeros y, 0 y, es
diferente de cero, lo mas sencillo es buscar la solucién del proble-
ma variacional en la forma

0, = B oW (94 Wo (),

donde W, (x) satisface las condiciones de frontera dadas, W,(x,)=
=1, W (xl)-—yl, y las demas W,(x) satisfacen las condiciones
de frontera homogéneas correspondlentes es decir, en este caso
W;(xs)=W;(x;)=0. Es evidente que con esta eleccion las funcio-
nes y,(x) satisfardn para a; cualesquiera las condiciones de fron-
tera dadas. Como funcién W,(x) se puede tomar, por ejemplo, la
funcién lineal

4 (X)——(X_xo)Tyo

La resolucion del sisterna de ecuacxones —0 (i=1, 2, n)

es, en general, un problema muy comple]o Este se 51mp11flca
considerablemente si se estudia el extremo de una funcional v
cuadratica respecto a la funcién incégnita y a sus derivadas, pues-
to que en este caso las ecuaciones %:o (=1, 2, ..., n) son
lineales con respecto a «a;. l
La eleccién de la sucesmn de funciones W,, W,, ..., W,, ...

llamadas funciones coordenadas, influye en forma considerable en
el grado de complejidad de los calculos ulteriores; por esto, el
éxito de la aplicaciéon de este método depende mucho de la elec-
cién adecuada dei sistema de funciones coordenadas.
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Todo lo que acabamos de exponer se aplica también a las
funcionales v[z(xy, X,, ..., x,)]—en este caso, claro esta, las
funciones W; deben depender de las variables x, x,, ..., x,—asi
como a las funcionales que dependen de varias funciones.

El método de Ritz se aplica frecuentemente para la resolucién
exacta o aproximada de problemas de la fisica matematica. Por
ejemplo, si se pide hallar en cierta region D la solucion de la
ecuacion de Poisson

0%z
angray2 f(x, y)

para valores dados de z en la frontera de la region D, se puede
sustituir este problema por el problema variacional sobre el extre-
mo de una funcional, para la cual la ecuacion dada sea la ecuacion
de Ostrogradski (véase la pag. 322). En el caso considerado esta
funcional sera

00 [() (&) +2rcx ]

La funcién z, que realiza el extremo de esta funcional, se puede
hallar por cualquier método directo.

Los problemas de la fisica matematica se reducen con frecuen-
cia al estudio del extremo de funcionales cuadraticos con respecto
a la funcién incédgnita y a sus derivadas y, por lo tanto, como
fue indicado mas arriba, la aplicacién del método de Ritz en este
caso se simplifica.

El problema de la convergencia de las aproximaciones obteni-
das por el método de Ritz a la solucidn buscada del problema
variacional, asi como de la apreciacion del grado de exactitud de
estas aproximaciones, es muy complejo. Por esto aqui nos limita-
remos s6lo a algunas observaciones, recomendando al lector
que desee estudiar este problema con mayor detalle los libros de
Mijlin y de Kantorovich y Krylov.

Tomaremos, para fijar ideas, la funcional

Xy

o[y 0] = Fx, y(x), y' (x)dx

Xo

y supondremos que se estudia su minimo. Consideraremos que la
sucesion de funciones coordenadas W, (x), Wy(x), ..., W,(x), .

es completa en el sentido que cada funcion admisible puede ser
aproximada con cualquier grado de exactitud en el sentido de

proximidad de primer orden por una combinacién lineal Zaka (x)
k=
de funciones coorden adas, donde n es suficientemente grande En-
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tonces es evidente que por el método de Ritz se pueden obiener
n

las funciones y;, 45 ..., Yu ..., donde Yn=20,%W,(x), que
k=1

formen la llamada sucesién minimizante, es decir, la sucesién para
la cual los valores de la funcional

U2V B 17 ] 17 R
convergan al minimo, o a la cota inferior de los valores de la
funcional v[y(x)). Sin embargo de la relacién lim v[y,(x)]=
n—> o

=min v[y(x)], no se deduce de ningin modo que lim y, (x)= y(x).

La sucesiéon minimizante puede no tender a la funcisn que realiza
el exiremo en la clase de funciones admisibles.
En efecto, la funcional
oy, )= F(x, 4,(0), ya(x)dx
puede diferenciarse poco de
X1
o[y )= F(x, y(%), ¥ (x)dx
Xo
no solo cuando y, (x) sea cercana a y(x) en el sentido de proxi-
midad de primer orden en todo el segmento de integracién, sino

Fig. 10.2

también cuando las funciones y,(x) e y(x) o sus derivadas se di-
ferencien considerablemente en partes suficientemente pequeiias del
segmento (x,, x;), permaneciendo cercanas en el resto de dicho
segmento (fig. 10.2). Por esto la sucesion minimizante yy, y,, ...,
Y, ... puede no tener siquiera limite en la clase de funciones
admisibles, a pesar de que las funciones ¥;, ¥3 .-« Yp ... S€2ND
admisibles
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Las condiciones de convergencia de la sucesion y, obtenida por
el método de Ritz a la solucién del problema variacional y la
apreciacion de la rapidez de la convergencia para funcionales
concretas, que se encuentran con frecuencia en la practica, fueron
desarrollados por N. M. Krylov y N. N. Bogoliubov. Asi por ejem-
plo, para las funcionales del tipo

i

={ My +a0r+imylds y )=y ()=0,
0

donde p(x) > 0; ¢g(x) =0, que se encuentran con frecuencia en las
aplicaciones, fue demostrada no sélo la convergencia de las apro-
ximaciones que se obtienen por el método de Ritz a la funcion
y(x) que realiza el minimo de la funcional, para las funciones
coordenadas .

W,0)=V2senknx (k=1, 2, ...),

sino también fueron obtenidas acotaciones muy exactas del error

Ly (x)—y, (%)].
Citaremos una de estas acotaciones del maximo de | y(x)—y, (%)}

en el segmento (0,1):
) 1
1 l/ S f2 (x)dx
max g (x)

N 0
max [y —gn | < n+1[ma"p("’+(n+n2n2] 2 V2 [minp ()]

X [max [p"(x)]+ l;max g (x)+ mmin p(x)] *,

Incluso en este caso, relativamente sencillo, la apreciacién del
error es muy compleja. Por esto, para la acotacién de la exactitud
de los resultados obtenidos por el método de Ritz o por otros me-
todos directos, por lo general se aplica el siguiente método, imper-
fecto, claro esta, teéricamente, pero suficientemente seguro desde
el punto de vista practico: ‘despues de calcular y,(x) e y,,“(x) se
comparan entre si en varios puntos del segmento [x, x,]. sus
valores coinciden en los limites de la exactitud exigida, se conSIdera
que la solucién del problema variacional considerado es igual, con
la exactitud indicada, a y,(x). Si, en cambio, los valores de y, (x)
€ Y,.1(x) no coinciden por lo menos en algunos de los puntos es-
cogidos en los limites de la exactitud dada, se calcula y,,,(x) y se
comparan los valores de y,,,(X) € y,,.(%). Este proceso se contintia
hasta que coincidan los valores de y,.,(x) e y,,.,,(x) en ios li-
mites de la exactitud dada.

*) Véase el libro de Kantorovich y Krylov.
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Ejemplo 1. Al estudiar las oscilaciones de una cufia fija de espesor
constante (fig. 10.3), hay que analizar el extremo de la funcional

1 .
v= S (ax3y"2—bxy?)dx; y(1)=y’ (1)=0,
0

donde a y b son constantes positivas. Como funciones coordenadas que satisfagan
las condiciones de frontera se puede tomar

(x—1)2, (x—1)2x, (x—1)222, ..., i

(x—1p2xk-1, .

por consiguiente,
n
Yn= D O (x—1)2xF =1 0 v
k=1 2
Limitandonos s6lo a los dos primeros términos,
tendremos
Yo=(x—1)? (a; +0p%); Fig. 10.3

entonces

1

0o =0 [Ya] = S [ax® (B0tyx - 20t — datg)t — bx (x — 1)* (& +0tpx)?] dx =
0

24 a2z 20,0 o2
=a[(a1-—-2a2)2+—5—a2 (a1—2a2)+6a§] '—b<§)1-+ ‘(1)52+2_§2-0> .

. : v ov.
Las condiciones necesarias de extremo =— = 0; =—=
oa, doLy

b 2 b
\ (“‘:To)“‘*’(?“_m) % =0

2 b 2 b
(-g-d-m) a1+ (g’ a_‘m > aQ—O.
Para obtener soluciones diferentes de la solucion o; =a, =0, la cual corresponde

a la ausencia de oscilaciones de la cufia, es necesario que el determinante de
este sistema lineal homogéneo de ecuaciones sea igual a cero:

=0toman en este caso la forma

a2, b

% 52715
2 b2 p | =0
527105 597280

o bien

DY (2, b0\ _(2, b\ _g
=35 ) \ 5 ¢ 280 5%7105) T
Esta ecuacién se llama ecuacién de las frecuencias. Esta determina la frecuencia b

de las oscilaciones propias de la cufia, que se describen por la funcién

u(x, t)=1y(x)cos bt.
La menor de !as raices by y b, de la ecuacion de las frecuencias da el valor
aproximado del tono principal de las oscilaciones de la cuiia.
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Ejemplo 2. En los problemas relacionados con la torsion de un cilindro
o de un prisma, hay que analizar el extremo de la funcional

vz (x, y)l=§5 [(g—i—y>2+<g—;+x)z] dx dy.

Para un cilindro de seccién transversal eliptica la regién de integracion D estara
x2
limitada por !a elipse vl 'Ff 1. En este caso, tomando sélo una funcién

coordenada, xy, se obtiene

a=axy, olz) =0 ="2 (o4 122 4 (@ — 1))

La condicién necesaria de extremo %:0 toma en este caso la forma (o + 1)az
+ {a—1)62=0, de donde

b —a? z b2 —a? X

Zie T ere Y

Ejemplo 3. Si en las condiciones del ejemplo anterior la region D es
un rectangulo de lados 2a y 2b, —a<<x<Ca; —b<<y< b, entonces tomando
xy, xy3, x3y, como funciones coordenadas, es decir, haciendo

23 = QXY - olpxy® - o513y,

ua=v|zal=i§[<az‘ ) (023+x>]dxdy:

=%"b3(°‘1—1)‘+4a”5<b7 +3a >w+4a5b ( + ¥ >a +

o=

se obtiene

4 8
+§a"b(al+ 1)2+*§ab5(a1—1)°‘2+303b(a1 + Do, —

———g—a-"b(a, + l)as—% adb3 (a2 + b2 a, a3-—% asbd (o — 1) ag.

dug ov

dug .
Las condiciones necesarias de extremo == =0 =0, aaa =0 permiten cal-
3

do, * Joty
cular ay, @y y a3
7 (@b — b8) 4 1350262 (a2 — b2)
7(a® + 0%+ 107262 (@ - B%) "
7a? (3a2 + 35b2)
%= T (B 05 F 3912 (& - 6°)°
7b2 (35a2 - 362)
21 (af F 6%) - 321a%6° (@ 1 B%)

Ejemplo 4. Hallar la solucién de la ecuacion

A= —

o= —

02 d%z
5;;'{-@3— [ 9

dentro del rectangulo D, 0 <<x<Ca, 0<<y<<b, que se anule en la frontera de D.
Se supone que la funcién f(x, y) se puede desarrollar en serie doble de Fourier
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que converge uniformemente dentro del rectangulo considerado:

® ®
- T qen g Y
f(x, y)——z Zﬂpqsenp - seng—=.

p=1¢g=1

Este problema de frontera se puede reducir a un problema variacional, es decir,
escoger una funcional para la cual la ecuacién dada sea la ecuacién de Ostro-
gradski, y luego hallar, mediante algiin método directo, la funcién que realiza
el extremo de esta funcional, hailando asi la solucién del problema de frontera
inicial. Como se comprueba iac1lmente,

d%2

axg +ay2 '(X’ y)

es la ecuacién de Ostrogradski para la funcional

o1z (x, y>1=ﬁ[(§§>z+(\g—;>z+2zf (*, y)] dx dy
M

(véase la pag. 322). La condicién de frontera se mantiene: z=0 en la frontera
de la regiéon D. Estudiemos el extremo de esta funcional por el método de Ritz.
Tomemos como sistema de funciones coordenadas a

by T
senm Esenn—g (m, n=1, 2, ...).

Cada una de estas funciones, asi como sus combinaciones lineales, satisfacen la
condicién de frontera z=0 en la frontera de la region D. Estas funciones tam-
bién poseen la propiedad de ser completas. Tomando

n m
O X y
m=2 Lapqsenp Zeng 5,

p=1g=1
tendremos
a b /6 s
2z 2
Ulan]=g\S l:‘\ 6;”‘) +( a;m> +
§o
o0 ®

—}-Zz,,,,,‘_‘ Z pqsenp—senq h] dx dy=

qzab Z 2 (p- + + 3 % pg pg-

p=1g=1 p=1¢g=1

43

Este resultado puede obtenerse facilmente si se considera que las funciones coor-
n .
denadas senpn—xsenq——y-(p, q=1, 2, ...) forman un sistema ortogonal en la
a D)

region D, es decir,

nx n X Y
SS sen p —- sen g 7ysen py - sen qlex dy=0
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para cualesquiera p, g, p;, ¢, enteros positivos, a excepcién del caso p=p,; y
g=gq,. Para p=p, y q=gq,, se obtiene

n

( 2p 2q Y _a
555en 7% sen 5 dx dy 3

Por esto, de todos los términos bajo el signo integral doble, igual a v[z,,],
hay que considerar solo los que contienen los cuadrados de las funciones

sen p —fsenq~5-y, sen p X cos q by y €0S p—a—x sen q —b— . Esevidente que v (z,,,,]
es una funcién @ (@, am, veuy Q) de los coeficientes ayy, o9, ..., a;,,", los
cuales se determinan de la condicion necesaria fundamental de extremo

dy

=0(p=1,2, ..., n; g=1, 2, ..., m)

aa,,,

Este sistema tiene en este caso la forma
apq< z+b2\“ —}—ﬁpq—O(p_l y e 1 g=1, 2, ..., m),
de donde
B oy

a TS e cer———
Pa 2 2y ¢
2 P q
T (? +?)
Por consiguiente,
n

m
1 f’ X J'[y
2= —1n 2 E yomr 7 senp—senq b

= =1
p=14 5

o

Pasando al limite para n y m tendientes a infinito, se obtiene en este caso la
solucidon exacta:

§ 4. METODO DE KANTOROVICH

Al aplicar el método de Ritz a las funcionalesv [z (xy, x,, . . ., X,)]
que dependen de funciones de varias variables independientes, se
escoge un sistema de funciones coordenadas

WXy, Xoo ovon %), Wolxy, %oy ooy %)y ooy WhXy, Xg o0 0h X)), o
y se busca la solucién aproximada del problema variacional en

m
la forma z, :kzlak W, (x, X3 ..., x,), donde los coeficientes o,

son constantes.
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El método de Kantorovich también exige la determinacién de
un sistema de funciones coordenadas

Wi %o ooy X0), Wiy, X, ooy %)y ooy Wh(Xy, oy ooy X0)ie e

y la solucién aproximada también se busca en la forma
Zak Wk (xl’ xﬁ» seey xn);

sin embargo, los coeficientes a,(x;) no son constantes, sino fun-
ciones incognitas de una de las variables independientes. La fun-
cional v [2] se transforma, en la clase de las funciones de la forma

,r'l‘
zm :k;rak (Xi)Wk(xl’ x2’ OS] xn)r
en una funcional @ [a, (x;), oy (%), ..., @,(x;)] que depende de m
funciones de una variable independiente
oy (%), O (X« oy Qg (X))
Las funciones a,(x;), o, (%), ..., &,(x;) se escogen de modo que

la funcional v tenga un extremo.

Si luego de esto se pasa al limite para m — oo, se puede
obtener, bajo ciertas condiciones, la solucién exacta. Si no se pasa
al limite, por este método se puede obterner una solucién aproxi-
mada y ademas, en general es mucho mas exacta que al aplicar
el método de Ritz con las mismas funciones coordenadas y con
el mismo niimero m de términos.

La mayor exactitud de este método se obtiene en virtud de

que la clase de funciones z _21%(’6:’ e (X1, Xgy ..., X,) con
o, (x;) variables es mucho mayor que la clase de funciones

i

m ——-—k_z-: CLka (Xl, x2, “e ey Xn)

con o, constantes y, en consecuencia, entre las funciones del tipo

n
m =k§ o (X)W (X5 Xoo vvy X))

se pueden escoger funciones que aproximen mejor la solucién del
problema variacional, que entre las funciones del tipo

m
kzlakW/k(xl, Xg, - .., X,), donde las a, son constantes.
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Supongamos, por ejemplo, que se pide estudiar el extremo de
la funcional
X Wy (X)

_ dz 0z
v S S:) F(x, Y 2 5o, @> dxdy,
X Wy (X,

tomada sobre la region D delimitada por las curvas y=q,(x),

y=¢,(x) y por las dos rectas x=x, y x=x, (fig. 10.4). En la
frontera de la reglon D se dan los valores de la funcién z(x y)
Escojamos la sucesién de funciones coordenadas:

Wi(/\', y)’ W2(X, y)’ R} Wn(xv y)?

Limitandonos primeramente a m primeras funciones de esta su-
cesion, buscaremos la solucién del problema variacional en forma

(z)

[} y=
/]
v/
y=¢rz) .
Z
o Lo L
Fig. 10.4

de la suma z,,,-——;fzock (x) W,(x, y), o bien, cambiando la notacién
a, (x) por la uk(xs, se obtiene:
2, (0 Y=, (DO WX, P+u()Walx, m)+ ... +u ()W, (2 y),

donde las W, son las funciones escogidas, y u,, las incognitas,
k Yy Ug

que determinaremos de modo que la funcional v tenga un extremo.

Se tiene

vz, (x, y)]:fgldx%f) F(x Yy 2, (X, Y), dz"‘, 9;7’”) dy.
X, Wy X)

Como la funcion subintegral es una funcién conocida de y, la
integracion por y puede ser efectuada, y la funcional v(z,(x, y)]
sera una funcional de la forma

vz, (x, y)]:Scp(x, Uy(X)y «ony Uy (X), Uy, -, Um)dx.

Xo
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Las funciones u;(x), u,(x), ..., u,(x) se eligen de modo que la
funcional v(z,(x, y)) tenga un extremo. En consecuencia, u; (x)
deben satisfacer el sistema de ecuaciones de Euler:

d
('P“r _a; cpu'l = 0’
d .

Pu— g5 Pu, = 0,
d
Pun— gz Pu;, = O-

Las constantes arbitrarias se eligen de modo que z,(x, y) satisfa-
gan las condiciones de frontera dadas en las rectas x=x, y x = x,.

Ejemplo 1. Analizar el extremo de la funcional

vz (x, y)]=aShS <g§\)2+ (%)2—22] dx dy;
—-a-b

ademds, z=0 en la frontera de la region de integracién. Dicha regisn es el
rectingulo —a<<x<a; —b<<y<bh. La solucién se busca en la forma
2y =(b>—y*) u(x); entonces las condiciones de frontera seran satisfechas en las
rectas y= £b. La funcional v[z,] es igual a

a

16 8 8
— s ur2 S p8y2 — = ps
v[zl|—S[]5bu +3bu 3buJax.
-a
La ecuacién de Euler para esta funcional
" 5 5

u _Q—bz Uz—m

es una ecuacidon lineal con coelicientes constantes, cuya solucién general tiene

la forma
N l/g X |
“=Q“1/57+C* 75t g:

Las constantes Cy y C, se determinan de las condiciones de frontera z(—a)=
1

1/ 5 a

2ch 5T 5

2

?x\
1/ Ch‘/?h—‘_

u _—

1
= ] = il \
N\ Yo/

=2z (a)=0, de donde C,=0, C, = — , y obtenemos en defi-

nitiva:
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por consiguiente,

_l_ / cli ]/

g | 1
2 a3
Va5
Si es necesario obtener una respuesta mas exacta, se puede buscar la solucién
en la forma .
2g= (62— ) uy (%) + (b2 — 4) uy (x).
Ejemplo 2. Hallar la solucién continua de la ecuacion Az=—1 en la

V3

region D, que es un triangulo equilatero delimitado por las rectas y= + 3 x

2=

y x=0b (fig. 10.5), que se anule en la frontera

}y de esta regidn.
La ecuacion Az=—1 es la ecuacién de
Ostrogradski para la funcional
MRS
g”@ V3
b 3" 3212 a2\
z-8 =z - oz 0z)\*_
: = T [(5)# () =] s
0 V3
-3
5’\~\p&\
S y 2=0 en la frontera de la regién de integra-

cién. Segiin el método de Kantorovich, busca-
Fig. 10.5 remos la primera aproximacién en la forma

T 2
2= [y2—<V33 x ) ]u (x).
Eligiendo 2, de este modo, las condiciones de frontera se satisiacen en las

V3

rectas y=+= 3%

La funcional v [z}, luego de efectuar la integracién con respecto a y, toma
la forma

b

vlzy) = 8 :(/)-5 (2x%u'2 4 10x%uu’ -+ 30x%u2 - 15x3u) dx.
0

. . . 15
La ecuacion de Euler para esta funcional sera x2u"+5xu’—5u=71-. Las ecua-

ciones lineales de este tipo en la teoria de las ecuaciones diferenciales se llaman
ecuaciones de Euler (pag. 114).

Una solucion particular de esta ecuaciéon no homogénea es evidente: U=—7 .
La solucion de la ecuacion homogénea correspondiente se busca en la forma

u=1x*, y se obtiene en definitiva u=01x+62x-5—%4 Como cerca del punto
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x=0 la solucién u debe ser acotada, C, debe ser escogido igual a cero; ademas,

de la condicion u (b)=0 se obtiene Cl:W' De este modo,

aemd (1= 5) (= ).

Observacion. Para la resoluciéon aproximada de problemas
de frontera se aplica con frecuencia otro método directo, no varia-
cional: el método de B. G. QGaliorkin. Este es particularmente
comodo en la resolucién de problemas lineales de frontera, pero
puede ser aplicado también a muchos problemas no lineales. Para
fijar ideas, expondremos el método de Galiorkin aplicado a las
ecuaciones lineales de segundo orden

Y+ Yy +qx)y=Ff(x) (10.1)
que se encuentran con particular frecuencia en la practica, con las
condiciones de frontera y(x,)=0, y(x,)=0 (las condiciones de

frontera no homogéneas y(x,) = y,, ¥ (X,) =y, se reducen facilmente
a las homogéneas mediante el cambio de variables

2= y—yo—} =2 (x— X))
Escribamos la ecuacion (10.1) en forma compacta como
Ly)=F(x).
Tomemos un sistema de funciones continuas
w, (), wy(x), ..., w, (X), ... (10.2)

linealmente independientes que satisfacen las condiciones de frontera
w, (X)=w,(x)=0(n=1, 2, ...), completo en el segmento [x,, X,] .
Buscaremos la solucion aproximada del problema de frontera en
forma de la combinacién lineal de las primeras n funciones del
sistema (10.2):

Yo =2 00 (%)

Se sustituyen las y, en la ecuacién (10.1) y se eligen los coeficien-
tes o; (i=1, 2, ..., n) de modo que la funcién

L @‘ W (x)} —F (%)

sea ortogonal en el segmento |x, xX,] a cada funcién w;(x) (i=1,
2, ..., n)

X

S[L <i O‘iwi(x))—f(x)]wi (x)dx=0 (=1,2, ..., n). (10.3)
i=1

Xo
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Es natural esperar que y, tienda para n — oo a la solucién exacta,

.‘y. = ;laiwi (x) ’

puesto que si la serie obtenida converge y puede ser derivada dos veces
término a término, la funcién L (§)—f (x) es ortogonal en el segmento
[xe, %1 a cada funcién w;(x) del sistema (10.2), y como dicho
sistema es completo, entonces L (§)—{(x)==0; esto precisamente
significa que 7 es la solucién de la ecuacién (10.1). Es evidente
que j satisface también las condiciones de frontera 7 (x)=y(x,)=0
(puesto que todas las w;(x)) =w;(x;)=0). :

Muy raras veces se pueden determinar todas las «; del sistema
(10.3) lineal con respecto a éstas y pasar al limite para n — oo;
por esto, por lo general hay que limitarse a un » finito, y ademas
no muy grande (n=2, 3, 4, 5, y a veces incluso n=1).

En este caso, claro estd, hay que tomar sélo n funciones w; (x);
por esto, la condicién de que el sistema sea completo no es nece-
saria, y hay que elegir dichas funciones s6lo de modo que sean
}inealmente independientes y que satisfagan las condiciones de
rontera

w; (x0) = @; (%) = 0.
Con frecuencia se toman polinomios en calidad de estas funciones,
llamadas funciones coordenadas:
(Xo—Xo) (x—x1), (x—x)? (x—xy), (Xx—%)° (x—x9), ...
o (X=x)" (x—x,), ... (10.4)
(en este caso es cémodo trasladar el origen de coordenadas al punto
Xy, y entonces x,=0 en (10.4)), o bien funciones trigonométricas,

sen X —Xo) (n=1,2, ...).
X — X

Este método es aplicable a las ecuaciones de cualquier orden n,
a los sistemas de ecuaciones y a las ecuaciones en derivadas par-
ciales.

EJERCICIOS DEL CAPITULO 10

1. Hallar la solucién aproximada de la ecuacién Az=—1 dentro del cua-
drado —a<<x<<a, —a=<<y<<a que se anule en la frontera de éste.
Indicacién. El problema se reduce al anlisis del extremo de la

funcional 322 322
2
SSLGE) +(5) —eaxan.
D

Se puede buscar la solucién aproximada en la forma
=0 (x2—a?) (y*—a?).
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2. Hallar la solucién aproximada del problema sobre e| extremo de |a
funcional

1
oly (x) 1= { (572 + 100xy2 —20xy) dx; y()=y' (1)=0.
0

Indicacion. Puede buscarse la solucion en la forma
Yo (X)=(x—1)2 (g +a1x+ - - - +,x");

efectuar los calculos paré n=1. !
3. Hallar la solucién aproximada del problema sobre el minimo de la
funcional ) )
1

vly 1= (2 —p—2xy) dx; y () =y(1)=0
0

y comparar con la solucién exacta.
Indicacidn. La solucién aproximada puede buscarse en la forma

Yp=x{(1—x) (@ +arx+ - +apx");
efectuar los calculos para n=0y para n=1.
4. Hallar la solucién aproximada del problema sobre el extremo de la funcional
2
n_ X
v[y(x)l=S <xy 2—

|

—1

p—2ey)dr y(1)=y (@R=0

y comparar con la solucién exacta.
Indicacidn. Puede buscarse la solucién en la forma

y=ao(x—1)(x—2).
5. Hallar por el método de Ritz la solucién aproximada del problema sobre
el minimo de la funcional
2
oly(al={ W2y +2)dx y(0)=y(2)=0
0

y comparar con la solucién exacta.

Indicacién. Véase el ejercicio 3.

6. Hallar por el meétodo de Ritz la solucién aproximada de la ecuacion
diferencial y"4-x?y=x; y(0)=y(1)=0. Determinar y,(x) e y3(x) y comparar
sus valores en los puntos x=0,25, x=0,5 y x=0,75



Respuestas e indicaciones a los ejercicios

DEL CAPITULO |

1. senycosx=c. 2. 6% +5xy+y>*—9x—3y=c. 3. x2—2cy=c2. 4. y:ix—{—
3 2 ,
+X 5. L4 Y 0 6 x=ce-? +le‘3‘. 7. y=ccosx+senx. 8. eXx—eV=c.
4 2 x 5
9. x=cet—%(cosl+sen £). 10. Ecuacién homogénea: x=yeV+1. 11. y=cx e
X

l 13. In|t|=c—e_7. 14. Se puede introducir

yr—xt=c. 12, Y=

(Bx+c)’
x=sen t,
un parametro, haciendo y' =cos ¢ { t  sen2t 15. y=cx+ 1 ; solucidn
= 7 + i + C. [
x=pi—p+2,

singular y®=4x. 16. 1 3 17. La ecuacién es lineal con respecto

S
y=gpr—5-te

dx y3 .,
axy a g, x=cy+§ 18. i 19. Las hipérbolas
y y=p*—p3—2
x2—y?=c. 20. La ecuacién diferencial de las curvas buscadas es %{:y'. Res-

puesta: y*>=2cx. 21. La ecuacion diferencial de las curvas buscadas es y —xy’ = x.
Respuesta: y=cx—x1In|x|. 22. x24 y>—2y=0. El problema se resueive en
forma especialmente sencilla en coordenadas polares. 23. La ecuacién diferencial

de! problema es £1—7-‘=k(T—20). Respue_la: dentro de 1 hora. 24. La ecuacion

dt
diferencial del problema es %-—-kv, donde v es la velocidad. Respuesta: v ~

~ 0,466 km/h. 25. Si se ubica el origen de coordenadas en el punto dado y se

dirige el eje de las abscisas en forma paralela a la direccién dada en las con-
diciones del problema, la ecuacién diferencial de las curvas girando las cuales

—x 4+ VX?‘{' [T
Y
dx—dp=0, donde p= Y x*+ 7). Respuesta: la seccién axial de la superficie
buscada se determina por la ecuacion y*=2cx-c?; la superficie es un parabo-
loide de revolucién. 26. y=2sen(x—C). 27. La ecuacion diferencial de las

se forma la superficie buscada, tiene la forma y'= (o bien
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curvas buscadas es y' = —%. Respuesta: las hipérbolas xy=c. 28. (x+y+ 1) =

—c(x—y+3). 29. y:ci_('?x—‘*‘_&. 30.  4(0,5) ~0,13. 31. y(0,6) ~ 0,07.

32. 40,02 ~ 1,984; y(0,04) ~ 1,970;  y(0,06) ~ 1,955;  y(0,08) ~ 1,942;
y(0,10) ~ 1,930: y(0,12) = 1,917; y(0,14) = 1,907; y(0,16) ~ 1,896; y(0,18) =~
~ 1.886; 4(0,20) ~ 1.877; y(0,22) ~ 1,869; 4 (0,24) ~ 1,861; y(0,26) ~ 1,854;

x=—+_s
y(0,28) ~ 1,849; y(0,30) ~ 1,841. 33. ! p: 3 e y=0. 34. x+
y=2px—p*
x;yzc. 36. (x+y+1P=cerx+Y 37. y=c;, y=e*+4c; y= —e*+c.
2=l A=l 2 1 B

38 y?=2x+c% 39. No tiene. 40. y, =

x°
e

2
46. x=1¢2 47. y= —x+1! e y=——%. 48. No existe solucion real. 49. 3x —

<f=

41. y=2x>—x. 42. No tiene. 43. x=ce 44, x3+§g—=cz. 45, x=2¢

2__ 42
—4y+1=ce*-Y. 50. x=(41+c)sent. 51. y=cx+c 5 y la solucién singu-

3
lar y= —x2 52. y:%, y=0. 53. x—c=%(2t—sen 2t), =%(_l—cos 2t),

que es una familia de cicloides. Solucién singular: y=a. Indicacién: es cémodo
introducir un parametro f, haciendo y'=ctgt. 54. 3(x24y)+xyd>=cx.

X
e ¥ 2 e By —Qy = X =
§5. pu= (y2+x)3 56. x=ce 57. x*+4 2xy—y*—6x—2y=c. 58. y
=____ 2 __ — = — cpdxX—8Y -4
Tz e y=0. 59. (x*—I)y—senx=c. 60. 8y-44x+5=ce .
61. B+ x3—3xy=c. 62. y=c(x2+y?). 63. L/3=x+-£-. 64. y=c(x+a)+cty
2
la solucion singular y=__(_x-:_a)' 65. t+t2, y=2t—# e y=0,
3 ¢
— 2,2 —
g/_4x. 66. y T cosx’
DEL CAPITULO 2
1. , y=>5e3*sen x4 10. 2. x=c,cost+czsenl+% cos?t-—ta;sz.
cos? x 1 .
3. (y—cs)2 x4+ 4. y=cycosx+c,senx+ y=cyx% 4

senx—Qsenx'
+1. 8 x=e* X

1
+c2x3—|——. 6. y=clsenx—|-cgcosx+—chx. 7. y=

' P!
x@ranti et o y=-X 8

]x+02
Inl4cxl4c. 100 cx? 4

2 1
1 =ci (t+ )2 1. Y= C1€%% + Co ™ 2¥ 4 ¢4 COS 2x + ¢4 Sen 2x — ilc-é+-l—5e“
oxt
12. y=cos(x—c})+Cox+-c3 13. yzcle"+cge‘x—|—c3x3+c,,x'l+c,g,x+cﬁ-ﬂ‘
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B, x=é+a)te(Gta+1+2 15 =ao 1=ty aes
.ox=e(etcl) e (e tced) + : - ¥=0l T3 e
(—1)k4kyse

4x3 4247
-t 33EE. Gr=D3% T "'>+C‘(\"“§Z+3‘4.6.7_“'+

( l)k4kx3k+1 6 i a ; 3 7
3.4.6.7...3k.(3k+1)+"'>‘ C =0 ;_( X) + ¢ _%(xl . y==x

_I_

4
18. y:(—;—x-{—l) . 19. y=c,cosx+cysenx+1--xcosx—senxlIn|senx]

¢ . . . dr _k
20. u=7+02- 21. La ecuacion diferencial del problema es —— oy

. e =
v%—_—rﬁ donde r es la distancia del centro de la Tierra hasta el cuerpo, v es

la velocidad, k= —64002g. Respuesta: v ~ 11 km/seg. 22. 2La ecuac10n diferencial

, 0 bien

dz?x 7
de movimiento es ot gtk > Respuesta: x_—g-ln ch %t 23. La ecua-

2g 2g
cién diferencial de movimiento es d——,k(s—i—l) o bien d—: 3 (s+1). Respues-

> de 2
F—
ta: (= ]/ —ln(6+V35) 24, = ~V-—1n(9+1/80) 25, s= ,,az_

_be,
_E—DP P 96 x=Acos ]/ét 27. x=acos]/—g—t 28. La

bg
ecuacion diferencial de movimiento es x+k,x—k2x—0 ky>0. Respuesta: x =
< +l/ +k.> <—'?—‘-Vk—i+k>' N (—l)Tsennt
. . _
— e tee 2 7 (—D"senn

.29, x=12 TS ove
o’ (n2—2)nd

4
c—x

30. P=c,(R+xVIFZ+In|x+VIF2] )4 31 y=ce*Fcp, y=

1
32. x—clcos'%t—i—czsenSt—-l—Qt coth-{——senut 33. y=—e—* (cl—f—czx—-

! _ _
1LY, 1 ok ‘:T"( V'3 V3 1
-7 )—i-ge". 34. y=cie*+e cgcosTx-{—c,,sen -§—x +§xe".
X 20X
35. y=ex(c,cosx—|—czsen«t)+xe Zosx+xe :enx‘ 36.  y=c; (x—x3) 4
+c [_4—6x2+3(x3 —x)In x+1 ]——~. 37. u=c In(x2+y2) +cp. 38, u=
¢ . - - .
= ————"t——— ¢, 39. La ecuacién diferencial de movimiento es mx=mg—kx.
Va2
k x
2 -t
Respuesta: x='%gt—ﬁk§g (I—e ™ ). 40. a)t—t,=
vo+ Sf(x)dx
e/
Xo ¥,
v dv X dv . 5
x""'"S[(u) to=m\ —, donde v=x. 4l. y=c;+cpxtcyx? +

: f()
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3
-+ e* (cq +csx+cex2)—%—2—4 42. x=(c; +cyt) cos t+(c3+c4t)sent—§t‘ cos £.

43. y=cycosin(l4x)4cysenin(l +x)4In (14 x)sen ln(l+x). 4. x=

@*®
2— nz)sen nt—2n cos nit G —(n2—ay) o, —aynp,
2- —n2)= T =gt 2| Tap ra

cosnt +

alnan — ) Ba

+ " —a )2+a2nT sen nt], donde ag, @, y B, son los coeficientes de Fourier
— k2

L

de la funcién f (£). 46. ~&St+24(l+3cos 2t). 47. y—clx—|—c2xe .48, x2y" +

Ve - Ve =
ey -
41y —y=0. 49. x=¢ 2 (cl cos —— V t+czsen—'/;— >+ 2 (c, cos—Kz—Q—t—}-
+c4senTQt>+t3. 50. x=841t+41, y=-§-t°+-l—0-t5+ﬁt4+(cl+%-)t3+
{8g—5t

o C1 Xt =
(5+ln2)“‘+ 6 .82, Y=o, 83,y

+ ey o 51 x = (¢ Fcof)em5t 4

—_ — X
= e¥ e~ te (cacosK—x+c4sen}—/ix>+e 2

<¢:5 cos%g- X+ cgsen X
V3 o2%
X

3
=y 54. y=(c1x ;) cos x+(c3x+¢4) senx+-c; +c§§+%+% ex,

55. y=(cyx+ %8 4-cox+cy. BB, y=e’+c"‘(—:——%)+% 57. y=c,cosx +
1 1

sen2c sendr o y= _xl 59, y=Ceec‘”+Ci-
— 1

+ ¢y senx—

6 30

2

DEL CAPITULO 3

1. x_sent ge=cos £. 2. x;=2¢!, x, = 2¢!. 3. x=c,el = 14+ VT5) t L gyl ~1-VTE) £
2

+17 —et +—e2', se halla y a partir de la primera ecuacién: y—e‘—a—sx
] — —
-t
4. x=cpef +e 2 (c, cosy—;— t+4cy sen}—/-—2i ) ; Y y z se determinan de las ecua-
. 2
ciones: y=dx, z._.d X 5. x=ceft y=cyceat. 6. x=c,cost4cysent+3;

i
y= —c; sent-}-c; cos t. 7. y=cydo()+eYoe () z=x[cJo )+ o(x).
8. xbytz=cy, RFPtz2=ch 9. x=crettce2t y=cie'+ceem; z=crel—

— (c,+cz)e~2t, 10. x=01t+%2“§ y:—c1t+%—. 11, x=c,cost-tcysent —

L dx 2
—tcost-tsentin|sent|; y se determina de la ecuacién y=3{——l 12, 2 —

—yl—cl, J—x—t=c, 13. x=ciet-+ce~!fsent; y=—cel + e~ 14. x=et,
y=4et. 15. 0(1) = 0,047. 18. x=¢% (¢, cOs t 4y sen £), y=e®!(cy sen t—c, cos £).
17. x=2e 4=, y=—ce-t4ce ™ 18 x=e-8 (2, cost4 2 sent),
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y=e-8t[(c;—cCy)cos t+(c; +co)sent]. 19. x=ciet o, y=(cyt +cg)el —t— 1 —c,,
z=y—cet. 20, xd-y-fz=c, xyz=c, 21. xP4yr422=ct xyz=c,.
flcret+coe ~
22. X=
cet+3ce =t

DEL CAPITULO 4
1. El punto de reposo es asintéticamente estable. 2. El punto de reposo

es inestable. 3. Para a<——;- el punto de reposo es asintGticamente estable;

para az—%, estable; para a >——|§. inestable. 4. Para o =<0 el punto de
reposo es asintéticamente estable; para a« > 0, inestable. 5. Para 1< ¢ < 2,
x(¢, py— V4—t2; para 2<t<3, x({, p)—»—VQ—t‘Z; para {> 3,
x(t, p)—> . 6. x(¢, p)) — oo. 7. El punto de reposo es inestable. 8. El punto
de reposo es estable. 9. El punto de reposo es inestable. 10. El punto de reposo

es estable. 11. Montura. 12. La solucién periédica x=—é~sent~§cost es asin-

téticamente estable. 13. Todas las soluciones, entre ellas las periédicas, son
asintéticamente estables. 14. El punto de reposo es inestable. La funcién
v=x4%—y* satisface las condiciones del teorema de Chetaev. 15. Todas las solu-
ciones son inestables. 16. La solucion x==0 es inestable. 17. Para 1 < a < 2,
la solucién x =0 es asintéticamente estable. Para ¢ =1 y para a =2, la solucién
x=0 es estable. Para @ >2 y para a < I, la solucién x=0 es inestable.
18. La solucién x==0, y==0 es estable bajo perturbaciones de accion constante.
La funcién v=4x2+43y? satisface las condiciones del teorema de Malkin. 19. La
solucion X (£)==0 es inestable. 20. Todas las soluciones son estables, pero no
hay estabilidad asintética. 21. Todas las soluciones son estables, pero no hay
estabilidad asintética. 22. La solucién periddica x=COSthmt es inestable.
23. La region de estabilidad es 0 << @ << I, la de estabilidad asintética, 0 < o < 1.
24. La region de estabilidad es a =5, la de estabilidad asintética, o > 5.

DEL CAPITULO 5

LA X
1. 2=0(x+y). 2. z=e2*O(x—y). 3. z=e*D(x). 4. O (z, ye2)=0.
3,5
5. z=5+(£—(;—5—y). 6. u=O(x—y, y—2). 7. u=x'0 (—U—: %) 8. z=

’

X
X=2

=xD; () +De(y). 9. z=(x24y—1)2 10. z=ye_~’7. 1. 2=3. 12. z=
/ 3

ZKyZ_; /’. 13. @ (224-x2, x2—y?)=0. 14, O (22—x2, x2—y?)=0. 15. No

3
se integra. 16, 2xy +y?2+6x22=c. 17. z=ax8+ g_a +b (son posibles también

otras respuestas). 18. z==ax-by+a®h® (también son posibles otras respuestas).
3
—_— ( 2y )
19. z=be? ety (son posibles también otras respuestas). 20. z=xsena--
-ay—+b (también son posibles otras respuestas). 21. x2y—3xyz=c. 22. No
existe tal familia de superficies, puesto que la condicion (F-rot F)=0 no se

cumple. 23. La ecuacién de las lineas vectoriales es %:cl, x2=¢,. La ecuacion
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- . 1 .
de las superficies vectoriales es z=—CD % . La ecuacion de las superficies.

ortogonales a las lineas vectoriales es .\:2—}—y2 22=c. 24, z=xy+1. 25. z=23xy.
26. z=x%4-y2.
DEL CAPITULO 6
Las extremales son las circunferencias (x—C,;)24-4>=Cj. 2. La integral

no depende del camino de integracién. El problema var1ac1ona] no tiene sentido.
3. No hay extremo en la clase de funciones continuas. 4. Las extremales son las.

hipérbolas y=T+Cz. 5. y=C, sen (4x—C,). 6.y=—-——4-+C1x+C2. 7. y=
=sh(Cyx+C,). 8. y=Clex+Cge"‘+%sen x. 9. y=C,e2*+Coe~2%Cy cos 2x -+

7
+C, sen 2x. 10. y:—x—--i-Clx5+C2x4+03x3+C4x2+Csx+Cs 1. y=(Cyx+
+C2)c05x+(C3x+C4)senx z_2y+y, de donde z se determina facilmente.

02 b L
z_%z_, u 14. y=C,x*+C,

oxf T oyF ) 0x2 +6y2 022 AR
1 xcosx
15. y=7xex+01ex—+—C2e * 16, y=— +C, cosx+C25enx 17. y=

=C,chx+4Cyshx+xshx—chxlnchx. 18 y= C1x+ -l——xlnlxl 19. y=

=(C;+Cy x)cos x+(C3+ C4 x) sen x —f—szﬂ. 20. y=Ce*+ Coe~*

X 3 ) X 3 3
+e2 <C3cos V;ZS x+Cysen V >+e 2 <C5 cos '/23 x-1-Cqsen V23 x> + x3.

DEL CAPITULO 7

lLy=—xpara0<<x<l: y=x—2 para | < x< 4, e y=x para 0<<x<3;
y=—x-+6 para 3 < x<<4. En ambas quebradas la [unmonal tiene un minimo
absoluto. 2. No existe. 3. Las quebradas que pasan por los puntos frontera dados.

estan formadas por segmentos de recta con coeficientes angulares " 3 y —V3a

I—I- y —l es decir, las extremales deben cortar a la curva yl_cp(xl) por

la cual se desllza el punto frontera formando un éangulo de %— 5. y=-—= 120

_}—Z(x-—;ﬁ) 6. 'J“:i:ix para 0<xg15_6; y=+ V I—(x—5) para l?b<

<x<< 3:}: Y=+ —(x—lO) para :ﬁ < x<< 10, es decir, la curva esta formada

+

por un.segmento de recta tangente a Aa circunferencia, un arco de circunferencia
y nuevamente un segmento de tangente a ésta. 7. y=0. 8. Los arcos de

circunferencia y= 4 V 8x—x2.

DEL CAPITULO 8

1. Para y=—%+1 se tiene un minimo fuerte. 2. Para y=0 se tiene un

. . T . T -
minimo fuerte si 0 < a< 3 shoen cambio, a > 7 "o hay minimo. 3. No
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hay extremo en las curvas continuas. 4. Hay un minimo fuerte para y=7—% .

5. Para y=1 hay un minimo fuerte. 6. Hay un maximo fuerte para y=
=sen 2x—1. 7. Para y=x3 hay un minimo fuerte. 8. Hay un minimo fuerte

ara =el— e2%. 9, Para y=sen 2x hay un maximo fuerte. 10. En la recta y=
para Y= y y y

=‘Z—‘x hay un minimo débil. 11. En la recta y=%x hay un minimo débil.
1 1 .
12. Hay un minimo débil en y=x2. 12. Para y=x3—1 hay un maximo fuerte.

14. Hay un minimo fuerte para y=::—;—{-x.

DEL CAPITULO 9

l. y= 4 2sen nax, donde n es un entero. 2. ¢g=C, 4-Cy2; r=R.3. y=Ax2+
+Cix+C,, donde Cy, C, y A se determinan de las condiciones de frontera y de la

condicién isoperimétrica. 4. (—;—i’-c(p(x)y')+[A,r(x)—q(x)]y=0: y(0)=0; y(x,)=0.

La solucién trivial y=0 no satisface la condicién isoperimétrica, y las solucio-
nes no triviales existen, como es sabido, s6lo para ciertos valores de A, llamados
valores propios. En consecuencia, A debe ser un valor propio. Una constante
arbitraria de la solucién general de la ecuaciéon de Euler se determina de la

condicién y(0)=0; la otra, de la condicién isoperimétrica. 5. =——g- x2 4+
! ; 2=X
—f—7x, =X.

DEL CAPITULO 10

1. 2,= 62 (x2—a?) (y2—0b?). Si es necesaria mayor exactitud, la solucién
puede buscarse en la forma z,=(x>—a?) (y>—b%)[ay+ ;- (x2+42)]. 2. y,=

=(x—1)% (0,124 40,218x). 3. La solucion exacta es y___z_n_x_x. 4. La solucién

nl
de la ecuacién de Euler es y=3,6072J, (x)40,75195Y, (x)—x, donde J,e Y,
. o 2shx .
son las funciones de Bessel. 5. La solucién exacta es y= o F 6. Si la

solucion se busca en la forma y,=x(x—1)(@;+ax), Ys=x(x—1) (o, F0tx+
+agx?), entonces y,=x(x—1)(0,1708-+0,17436x), ys;=x(x—1)(0,1705+
+0,1760x—0,0018x2). En los puntos dados los valores de y, e y; coinciden con
una exactitud de 0,0001.
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— —, métodos directos de resolucion
400—419

— — sobre un extremo condicionado
381—399

Propio (Campo) 358

Proximidad de las curvas 292, 293
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— singular 60

Quebrada de Euler 15, 43
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Resonancia 148, 156

Segundo método de Liapunov 219

Semiestable (Ciclo limite) 231

Singular (Curva integral) 81
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— dinamico 174
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— fundamental de soluciones de una
ecuacién diferencial 103

— lineal de ecuaciones diferenciales
186—196

————— con coeficientes cons-
tantes 196—202

Sistemnas de ecuaciones
172—206

— — — — lineales 186—196

————— con coeficientes
tantes 196—202

Solucién asintéticamente estable 208

— de una ecuacién diferencial 12, 173

Solucién estable (segiin Liapunov) 208

— — con respecto a perturbaciones de
accion constante 241

— general de una ecuacién diferencial
17, 89

— inestable 208

— singular de una ecuacion diferencial
60, 8}

diferenciales

cons-

Soluciones especiales 257

— periddicas de una ecuacién diferencial
146—149

Superficie integral 266, 273

— vectorial 249

Superposicién (Principio de) 118, 193

Teorema de Chetaev 223
— — Hurwitz 232

— — Kovalévskaia 247
— — Liapunov 219, 221
— — Malkin 241

Total (Integral) 266
Trayectoria de fases 174

Variacién 291, 295, 296, 315, 320

Wronskiano 100, 189
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